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         إثبات تخمين تيكان المتعمق بالمعادلة 
 

 *حسن سنكريد. 
 

 ممخصال
         المتعما  بالمعادلا   A.Teckan)يهدف هذا البحث لإثبات تخمين تيكاان  

والحا  اسساسال           حيث قمنا بدراس  العلاق  بين الحا  اسساسال لممعادلا  
، وأعطينااااااااااا ياااااااااايو  تعاودياااااااااا   ديااااااااااد  لحمااااااااااو  المعادلاااااااااا          لممعادلاااااااااا    

2 2 2X DY  ، ذلك فل إثبات التخمين.ثم استخدمنا 
 

 معادل  ب ، الح  اسساسل، تخمين تيكان، نظيم عدد تربيعل. الكممات المفتاحية:
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                           
جامعة تشرين. –كلية العلوم  –أستاذ مساعد في قسم الرياضيات  
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Proof Teckan Conjecture related of Equation 

         
 
 

*
Dr. Hassan Sankari 

 

Abstract 

 
The aim of this research is proving Teckan conjecture related of 

equation         . Where we study the relation between 

fundamental solution of equation          and the fundamental 

solution of equation          .Also we give a new recursive 

formula to find solution of equation         , then we use it to 

prove the conjecture. 

 

Key words: Pell’s equation, fundamental solution, Teckan 
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 :مقدمة
  free quadratic integer numberعدداً يحيحاً مو باً حاراً مان التربيا     ليكن  

 المعادل :ليس من قواسمه أي مرب  تام سوى العدد واحد، عندئذٍ تسمّى 
(1)           

 عدد يحيح.  معادل  ب  المعمم ، حيث 
( تتضاامن معرفاا  فيمااا إذا كااان يو ااد حمااو  لهااذم المعادلاا  فاال م موعاا  1إن دراساا  المعادلاا   

 اسعداد اليحيح  أم لا، و من ثم إي اد  مي  الحمو  لهذم المعادل  إذا كانت قابم  لمح .
مااو بين، و يساامى حاالًا   وَ   ( حاالًا مو باااً إذا كااان 1لممعادلاا    (   )يساامى الحاا  

( قابماا  1أوليااين فيمااا بينهمااا، إضاااف  إلاى مااا سااب  إذا كاناات المعادلاا     وَ   أوليااً إذا كااان 
  يممك أيور قيم لااِ  (     )لمح ، فإنه من بين الحمو  المو ب  لهذم المعادل  يو د ح  

لهاااااذم المعادلااااا   (   )مااااان أ ااااا  كااااا  حااااا  مو ااااا       وَ      أي أن    ، وَ 
 ويسمى الح  اسساسل لهذم المعادل .

 تسمى المعادل :    ، فمن أ    ( من أ   قيم محدود  لاِ 1دُرست المعادل   
(2)           

معادلاااااا  باااااا ، و قااااااد دُرساااااات فاااااال ال اااااارن الساااااااب  ع اااااار ماااااان قِباااااا  كاااااا  ماااااان   برونكاااااار 
W.Brouncker  فربيناا ،B.Fre’niel والااس ،J.Wallis  وفاال ال اارن الثااامن ع اار )......

( عن طري  الكسور المستمر ، وكان الإسهام الرئيسل لاِ أولر هاو 2حاو  أولر ح  المعادل   
أن أولار أخطاف فال تساميته  [6] وغالبااً ماا ي او  الرياضايون( بمعادل  با ، 2تسميته المعادل   

استخدم  1766المعادل  بهذا الاسم وأنه نس  عم  برونكر فل هذم المعادل  لاِ ب ، وفل عام 
ليعطال البرهاان اسو  والكاما  عماى أن معادلا  با   Dلاغرانج الكسر المستمر الممثِ  لاِ 

 دائماً قابم  لمح  فل م موع  اسعداد اليحيح .           
( فااإن  مياا  2الحاا  اسساساال لممعادلاا    (     )إضاااف  إلااى ذلااك بُاارهِنَ أنااه إذا كااان 

( √     )  √      حمولها المو ب  تعطى بالييو :
وأنه يو د ت اب  باين   
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سعاداد الح ي يا  المو با  لهذم المعادلا  و باين م موعا  ا (     )م موع  الحمو  المو ب  
     √ . 

 P.Kaplan and K.S.Williamsحااديثاً فاال أواخاار ال اارن الماضاال ن اار الرياضاايان 

          وَ           [ نتاائج دراساتهم ل ابميا  حا  المعاادلتين 1فل]
[ نتاااائج دراساااته ل ابميااا  حااا  المعاااادلتين 2فااال ] R.A.Mollinر الرياضااال ن ااافااال ون واحاااد، و 

2وَ                   2X DY C   .فل ون واحد 
( مااااان أ ااااا  1[ قاااااد تطرقاااااوا إلاااااى دراسااااا  المعادلااااا   5[،]4[،]3رياضااااايون وخااااارون فااااال ]

 [ برهن تيكان ما يمل:7، وأيضاً فل ]    وَ              
عندئااااذٍ فاااااإن الحماااااو           الحااااا  اسساساااال لمعادلااااا  بااااا   (   )إذا كااااان
 :(80ص   [7]  انظر تعطى بالعلاقتين         لممعادل   (     )

 
             
                

}               (*) 
 

 :(86ص   [7]  انظر وض  تيكان التخمين الآتل
عندئااااذٍ تعطااااى الحمااااو           الحاااا  اسساساااال لممعادلاااا   (   )إذا كااااان 

 اسخرى لهذم المعادل  بالعلاقتين التعاوديتين الآتيتين:
 

   (  
   )(         )       

   (  
   )(         )       

 

 .   وذلك من أ   ك  
 هدف البحث و أهميته:

الماااذكور أعااالام و بعااا  النتاااائج  إن هااادف هاااذا البحاااث هاااو إثباااات ياااح  تخماااين تيكاااان
   وَ          المهماااا  المتعم اااا  بالعلاقاااا  بااااين الحمااااو  اسساسااااي  لممعااااادلتين 
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ن أهمي  هذا البحث بالإضاف  إلى أنه أ ا  عمى أحد المسائ  المفتوح ، فإنه        وا 
          وَ           سيساااااعد فاااال دراساااا  قابمياااا  حاااا  المعااااادلتين

 وذلك بعد إي اد علاق  بين الحمين اسساسيين لهاتين المعادلتين.
 طرائق البحث و مواده:

إن البحاااث موضاااوع رياضااال م ااارد تااام ان اااازم بالاعتمااااد عماااى مرا ااا  عمميااا  تخيياااي  
 وبحوث عممي  من ور  فل دوريات عالمي .

 النتائج والمناقشة:
         بمياا  حاا  المعادلاا  إن النتااائج التاال ذكرناهااا فاال الم دماا  والمتعم اا  ب ا

، إضاف  إلى نتائج بعا  اسعماا  العمميا ، والم اار إليهاا  من أ   بع  ال يم الخايّ  لا 
فال المرا اا ، وكاذلك بعاا  اسفكاار ال ديااد    كمناق ا  العلاقاا  باين الحاا  اسساسال لممعادلاا  

اها إلى هذم (، والتل أضفن        وَالح  اسساسل لممعادل            
النتائج سمحت لنا بالحيو  عمى نتاائج  دياد  وهامّا  اساتخدمناها فال إثباات ياح  التخماين 

 والمذكور أعلام.          الذي ويفه تيكان بخيوص حمو  المعادل 
 [5](:1تعريف  

  √     لمعااااااااادد  ( ) ( normو النظااااااااايم   ̅ ( conjugateالمرافااااااااا    

 يعرفان بال ك  الآتل: [ √] 
 ̅     √        ( )    ̅         

 ويح  ان الخواص الآتي :
( )       ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̅   ̅ 
( )       ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̅   ̅ 
( )     ̿    
( )     (  )   ( ) ( ) 

 (:1  تمهيدية
 ، عندئذٍ:   عدداً يحيحاً مو باً حراً من التربي  حيث   ليكن 
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 (       )فاااإن   ( )             حااالًا لممعادلااا   (  )إذا كاااان  -1
)و أن  ( )             ح  لممعادل  

      

 
   )  (       ). 

هاااااو الحااااا   (       )( فاااااإن 1الحااااا  اسساسااااال لممعادلااااا    (  )إذا كاااااان  -2
 (.2  اسساسل لممعادل 

 البرهان:
و منااااه          فااااإن          حاااا  لممعادلاااا   (  )بمااااا أن  -1

 ن د أن:
 (    )   (  )                 

                                                  (      )        
                                                            

 وأن:

(
      

 
   )  (

        

 
   )  (       ) 

)( يكفاال أن نباارهن أن 1بحساا    -2
      

 
   الحاا  اسساساال لممعادلاا  (   

)، نفاار   اادلًا أن     
      

 
(، عندئااذٍ 2  لاايس الحاا  اسساساال لممعادلاا  (   

الحاااااا  اسساساااااال  (     )وأن   √       بحيااااااث أن  [ √]   يو ااااااد     
  وَ   √     (، ومناااااه حساااا  ماساااااب  ن اااااد ماااان أ ااااا  2لممعادلاااا   

  

 
فاااااإن  

 .( )         بحيث       و بالتالل يو د  [ √]   
 عدد فردي: nعدد زو ل أو  nإذاً نميز حالتين إما 

      ، عندئاااذٍ بحسااا   ن( يكاااون     عااادد زو ااال، أي   : إذا كاااان 1حالااا  
   وبالتاااالل فاااإن

 
)وعمياااه فاااإن      

 

  
)
 

 ، مااان  هااا  ثانيااا  لااادينا ( )     

  
 

 بحيث       إذاً يو د  ( √) 

  
 وبالتالل فإن:  √    

   (
 

  
)
 

 (   √ )
 
           √  
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(        )إذاً:   :وهذم العلاق  ت تضل أن    √    
                     ( ) 
                                  ( ) 

2سن     أو     إذا وف ااااااط إذا كااااااان       ( ن ااااااد أن 2ماااااان   0  َو
 ح    بري فهو ساح  يحيح .  وَ       
   ( أن 1ن د حس       إذا كان 

 

 
 .   وهذا مرفو  سن  

 .   وهذا مرفو  أيضاً سن      ( أن 1ن د من      إذا كان 
)مما سب  ن د أن الفر  ال دلل أن 

      

 
ليس الح  اسساسل خاطئ لاذلك  (   

(
      

 
 .        هو الح  اسساسل لممعادل  (   

، عندئاااااااذٍ بحسااااااا   ن( يكاااااااون                      عااااااادد فاااااااردي، أي   : إذا كاااااااان2حالااااااا  
  

 
)وبالتاااااالل فاااااإن                

 

  
)
 

نفااااار  أن           (  )           
 

  
)عندئاااذٍ بماااا أن       ث حيااا  √    

 

  
)
 

  √       و    
        حيث

( √   )أي:   
 
 وبالتالل: ( √     )  

          √         √  
 ومنه ن د أن:

           
                 

}    (   ) 
 وبالتالل فإن:

  
     

  (
      

 
)

 

  (  )  

                    (
              

 
)        

(      ) 

 
 

  )   (      )ومنه ن د أن: 
     

 )      (  ) 
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 وعمياااااااااااااااااه فااااااااااااااااااإن:                                ن ااااااااااااااااااد أن  (   )و (  )مااااااااااااااااان 
        وعميااااااااااااااااه فااااااااااااااااإن:    وبالتااااااااااااااااالل فااااااااااااااااإن                     

       (      ) عااادد ياااحيح مو ااا   Dسن     وبالتاااالل فاااإن    
 حر من التربي .

 أن: مما سب  ن د
  

  
    √               

 :        ح  لممعادل   (  )سنبرهن الآن أن 
 بما أن 

  
 فإن:      حيث   √   
         (

 

  
)  

 ( )

 (  )
 

      

(  
     

 )
  

 

  
   
وَ      إذا و ف اااااط إذا كاااااان         يكاااااون  (   )ومناااااه بحسااااا  العلاقااااا  

 .   وَ      أو        
حاااا  مو اااا   (   )عندئااااذِ بحساااا  مااااا سااااب  فااااإن     وَ     إذا كااااان   (1 

 الح  اسساسل لممعادل   ومنه من الفر  أن            لممعادل 
  فإن             (2 

 

 
 وهذا غير ممكن سن      وبالتالل   

 3) 
)الفار  ال ادلل أن . إذاً     

      

 
لايس الحا  اسساسال لممعادلا   (   

)خاااااااطئ، إذاً          
      

 
   هااااااو الحاااااا  اسساساااااال لممعادلاااااا   (   

 فل هذم الحال .      
يكاااون حااا  مو ااا  و بالتاااالل فاااإن  (     )فاااإن     وَ     إذا كاااان   (4 

  
  

  
  حيث  

  
 وهذا مرفو .       وبالتالل   √     

إذاً مااااان الحاااااالتين السااااااب تين حيااااامنا عماااااى تنااااااق  و بالتاااااالل الفااااار  ال ااااادلل خااااااطئ 
(
      

 
 .        هو الح  اسساسل لممعادل   (   
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 : ملاحظة
)فاااال المبرهناااا  الساااااب   أثبتنااااا أن 

      

 
 هااااو الحاااا  اسساساااال لممعادلاااا   (   

2D، ب ل لدينا حال      حيث           . 
 : 2 تمهيدية

)عندئاااذِ:          الحااا  اسساسااال لممعادلااا  (   )لاايكن
      

 
هاااو  (   

 .        الح  اسساسل لممعادل  
 البرهان: 

يكاااون الحااا  اسساسااال لهاااذم          لممعادلااا   (  )بماااا أن الحااا  المو ااا  
      ت عاا  الم اادار  هااو ال يماا  المواف اا  سيااور قيماا  مو باا  لااا  المعادلاا  إذا كااان

(   )مربعاااً كاااملًا، فااإن  كمااا          هااو الحاا  اسساساال لممعادلاا   (   ) 
 و نلاحظ أن:  ،        هو الح  اسساسل لممعادل   (   )أن 

 (
      

 
   )  (   ) 

)إذاً 
      

 
 .        هو الح  اسساسل لممعادل   (   

 مما سب  نكون قد أثبتنا المبرهن  الآتي : 
 : 1 مبرهنة
) عندئاذِ:          الحا  اسساسال لممعادلا  (   ) إذا كان

      

 
   ) 

 .        هو الح  اسساسل لممعادل  
 البرهان:

 (.2( وَ  1 ينتج مبا ر  من التمهيديتين 
 لمعادل  بِ . (     )المبرهن  الآتي  نعطل فيها ييوتين تعاوديتين  ديدتين لمحمو  
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 : 2 مبرهنة
 (     )، إن الحمااااو          الحااا  اسساسااال لمعادلااا  باِاا   (   )لااايكن 
 تعطى بالعلاقتين التعاوديتين:         لممعادل  

                
               

 .   من أ   ك 
 البرهان:

، بالاعتمااااااد عماااااى    مااااان أ ااااا  كااااا                 أولًا: نبااااارهن أن 
 العلاق   ن(:

  1 1 1 2 2

2
1 2 2

n n n n n n

n n n n

X aX bDY aX bD bX aY

X aX b DX abDY

    

  

    

  

 

2لكن  2 1a Db 
2 2 1b D a   نعو  فل ،

nX  :فن د 

 

2
1 2 2

2
1 2 2 2

1 2 2 2

1 1 2

1 2

( 1)

( )

2

n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n

n n n

X aX a X abDY

X aX a X abDY X

X aX a aX bDY X

X aX aX X

X aX X

  

   

   

  

 

   

   

   

  

 

 

1ثانياً: نبرهن أن  22n n nY aY Y     3من أ   كn . 
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 1 1 2 2 1

2
2 2 1

n n n n n n

n n n n

Y bX aY b aX bDY aY

Y abX b DY aY

    

  

    

  

 

2ولدينا:  2 1b D a   

 

2
2 2 1

2
2 2 1 2

2 2 1 2

1 1 2

1 2

( 1)

( )

2

n n n n

n n n n n

n n n n n

n n n n

n n n

Y abX a Y aY

Y abX a Y aY Y

Y a bX aY aY Y

Y aY aY Y

Y aY Y

  

   

   

  

 

   

   

   

  

 

 

 : 3 مبرهنة
، عندئاااااذٍ تعطاااااى الحماااااو          الحااااا  اسساسااااال لمعادلااااا  باِاااا   (  )لااااايكن 
 لهذم المعادل   بالعلاقتين: (     )اسخرى 

    (  
   )(         )       

   (  
   )(         )       

 .   من أ   ك 
 البرهان: 

)لااايكن  , )a b   2الحااا  اسساسااال لمعادلااا  باِاا 2 1x Dy    عندئاااذٍ فاااإن الحماااو
( , )n nx y   2لممعادل 2 2X DY    :تعطى بالعلاقتين 
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1 2

1 2

2

2

n n n

n n n

X aX X

Y aY Y

 

 

 


 
3nمن أ    . 

أولًا: نبااارهن أن:  2
1 2 32 1n n n nX K X X X      

4من أ    n. 

 
1 1

1 2 2 3 1

1 2 2 3 1

2 2

2 2

n n n n

n n n n n n

n n n n n n

X X X X

X aX X aX X X

X aX X aX X X

 

    

    

  

    

    

 

 
   

  

1 2 1 2 3

1 2 1 2 3

1 2 3

2 2

2

2 1

n n n n n n

n n n n n n

n n n n

X aX aX X X X

X a X X X X X

X a X X X

    

    

  

    

    

   

 

( أن 1لكااان و ااادنا فااال المبرهنااا    2 2

2
, ....( )K DL KL I  هاااو الحااا  اسساسااال

لممعادلااااا  
2 2 1X DY   و مااااان  هااااا  ثانيااااا  بماااااا أن( , )K L   هاااااو الحااااا

2اسساسااااااال لممعادلااااااا  2 2X DY   2ن اااااااد أن 2 2K DL   و بالتاااااااالل
2 2 2DL K  نعااااااااااااااااااااااو  فاااااااااااااااااااااال الحاااااااااااااااااااااا  اسساساااااااااااااااااااااال ،( )I:فن ااااااااااااااااااااااد ،

    
2 2 2

2
, 1,K DL KL K KL   

( و باعتباااااااااااار أن الحااااااااااا  اسساسااااااااااال وحياااااااااااد ن اااااااااااد أن 2و مناااااااااااه حسااااااااااا  المبرهنااااااااااا   
2 1a K  : بالتعوي  يكون 
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   2
1 2 32 1n n n nX K X X X      

ثانيااً: نبارهن أن   2
1 2 32 1n n n nY K Y Y Y        مان أ ا

4n  . 

 

   

   

  

1 1

1 2 2 3 1

1 2 2 3 1

1 2 1 2 3

1 2 1 2 3

1 2 3

2 2

2 2

2 2

2

2 1

n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n n n

n n n n

Y Y Y Y

Y aY Y aY Y Y

Y aY Y aY Y Y

Y aY aY Y Y Y

Y a Y Y Y Y Y

Y a Y Y Y

 

    

    

    

    

  

  

    

    

    

    

   

 

2نعو  1a K :فن د ، 

  2
1 2 32 1n n n nY K Y Y Y      

 الاستنتاجات و التوصيات:
2إن دراساا  العلاقاا  بااين الحاا  اسساساال لممعادلاا   2 2X DY   والحاا  اسساساال

2لممعادلاا   2 1X DY   والنتااائج التاال تاام التوياا  إليهااا فاال هااذا البحااث تعتباار فاال
غاياااااااااااااا  اسهمياااااااااااااا  فاااااااااااااال دراساااااااااااااا  بعاااااااااااااا  المسااااااااااااااائ  اسخاااااااااااااارى المتعم اااااااااااااا  بالمعادلاااااااااااااا  

2 2X DY N   ِمان أ اا  قايم محاادود  لاااN  والتال لاام يُحا  منهااا حتااى الآن
 .إلا ال مي 
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