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 غروبوئيدات سمارانداك
 
  

(2)عبد الواحد أبو حمدة                    (1)عمر جبور
 

 الملخص

أربعــة وــجوي جديــدة مــن الاروبوئيــدات باســ خدام  2002قــدمت الــدة ورة ناســاندا ةانداســام  نــ  عــام 
،   2012، و وولت إلى بعض الشروط ال    جعلهـا  حـوغ غروبوئيـدات سـمارانداكي ونـ  عـام   المجموعة 

نَ ةل من ناساندا والدة ور نلورن ين سمارانداك بنى جبرية غيـر  جميعيـة باسـ خدام المجموعـة   -      ةَوَّ
نــ  اــلا البحــث قمنــا دــم بــديوا يدرســونها نــ  حالــة ســمارانداكي  -  مجموعــة الأعــداد الع ديــة قيــا  العــدد 

بإيجاد شروط جديدة  جعل   لك الوجوي  حوغ غروبوئيدات سمارانداك، ةما حولنا على عـدة خـواص مهمـة 
عن اله الاروبوئيداتي نضلًا عن للك بعض المبرانات ال   أوجدنااا، ووضعت ن  الن ـائ  الأساسـيةي واـله 

 سهم بعض الن ائ  ن  حل  لك المسائلي،  وأ   الن ائ  قُدمت ةحلول لمسائل مج وحة ن  المرجع 

 

غروبوئيـــد )ماغمـــا(، نوـــي الومـــرة، غربوئيـــد ســـمارانداك، الوـــجوي الجديـــدة مـــن  :المج احيـــة الةلمـــات
 ي     و    الاروبوئيدات باس خدام 
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ABSTRACT 

In 2002, Vasantha Kandasamy introduced four new classes of groupoids 

using the set of modulo integers   , and obtained some conditions for them to 

contain Smarandache groupoids. In 2012, Florentin Smarandache and 

Vasantha constructed non associative structures using finite complex modulo 

integers      , and studied the Smarandache analogue. In this paper, we study 

new conditions for these new classes of groupoids to contain Smarandache 

groupoids and obtain some new significant properties about them. In addition 

some of theorems that we put in section 2 are mentioned as research problems 

in [6], and some others can help to solve them. 
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 ي  مهيد1
عبددددارة عددددن مجموعددددة غيددددر  اليددددة مغم ددددة       ( †الغروبوئيددددد )أو الماغمددددا [3]ي1.1 عريــــي 

 . بالنسبة إلى لعممية 

، إذا كاندت      : إنىدا غروبوئيدد جزئدن مدن    يُ ال عدن مجموعدة م دل  [3]ي2.1 عريي 
 (. بحد ذاته )بالنسبة إلى عممية  ا  غروبوئيد      ، وكان  مجموعة جزئية من   

: إندده ندداإمن إذا ح ددق مددا  ، الجزئددن مددن الغروبوئيددد  يُ ددال عددن الغروبوئيددد  [6]ي3.1 عريــي 
 يأتن:

                                       
 : إنه بسيط إذا لم يممك أي غروبوئيد جزئن ناإمن غير تافه. ويُ ال عن الغروبوئيد 

ـــي  إنىدددا م اليدددة   ، يُ دددال عدددن  مجموعدددة جزئيدددة مدددن   غروبوئيددددا  و   لددديكن  [6]ي4.1 عري
    مىمدددددا تكدددددن      . 2.  غروبوئيددددددا  جزئيدددددا  مدددددن   . 1إذا ح دددددق:   يسدددددارية فدددددن 

:  . كمدا يُ ددال عددن  .  وبشدكل مشددابه يمكدن تعريددا الم ددالن اليميندن فددن الغروبوئيددد    و
 . إذا كان م اليا  يمينيا  ويساريا  بآنٍ واحد فن   إنه م الن فن 

   ،  إِذْ إنَّ                          لدددديكن لدددددينا الغروبوئيدددددات ا تيددددة  [6]ي5.1 عريــــي 
. يُعددرا غروبوئيددد الجدددا           مددن أجددل كددل    وددن العمميددة ال نائيددة المعرفددة عمددى 

 بالشكل ا تن:           لمغروبوئيدات   المباشر 
                                   

                                                        و

                                                           
إ  أنَّ  (Nicolas Bourbaki)أطمددق أول مدددرة عمددى ودددذن البنيدددة مددن قبدددل نكددو س بوربددداكن  إنَّ مصددطمم ماغمدددا †

فدن  (Brandt groupoid or virtual group)مصطمم غروبوئيد أقدم وأك ر شديوعا  مدأ أنّده يشدبه مصدطمم غروبوئيدد 
 نإرية الفئات. 
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 .     إِذْ 

إذا  (Moufang groupoid)إنده غروبوئيددد موفدان    يُ ددال عدن غروبوئيدد م ددل  [7]ي6.1 عريـي 
 ح ق متطاب ة موفان  ا تية:

         (     )             

، إذا حَ َّددقَ (Bol Groupoid): إندده غروبوئيددد بددول  يُ ددال عددن غروبوئيددد م دل  [7]ي7.1 عريــي 
 متطاب ة بول ا تية:

(     )   (     )            
 

 غروبوئيد إذا حَ َّقَ المتطاب ة ا تية:  إنه   يُ ال عن غروبوئيد م ل  [7]ي8.1 عريي 
                       

ـــة     . إنَّ              و  ناغروبوئيدددد                بفدددر   ي1.1 مهيدي
غروبوئيددات    و    ، إذا و ف دط إذا                غروبوئيد جزئدن )نداإمن( مدن 

 ، عمى الترتيب.  و    جزئية )ناإمية( من 

 الإدبات:

         و         ، ولنأ ذ      غروبوئيد جزئن من         بفر  أنَّ 
 عندوا نجد

                                   
   و    غروبوئيدددد جزئدددن مدددن   ،    و           و           ودددذا يعندددن أنَّ 

غروبوئيدددد جزئدددن نددداإمن، عنددددوا مدددن أجدددل أيدددة عناصدددر   عمدددى الترتيدددب. لنفدددر  ا ن أنَّ 
 لدينا          و                   

                 (  ́   
́ )          
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   ́  )إِذْ 
́ ) ́                   ما يعنن أنَّ            

́       

         أي   
́     

 .       و       إِذْ              ومنه 
         (               )  (               )  (  ́   

́ ) 

   ́  )إِذْ 
́ )  ، ومن َ مَّ   

(                         )  (           ́            ́ ) 
ومن َ مَّ   من أجل كل                            و                . 

  َّمددددن أجددددل                           بشددددكل مشددددابه لمددددا سددددبق سددددنجد أن
 .     و          

، عمدى الترتيدب. وا تجدان ا  در   و   غروبوئيدان جزئيان ناإميدان مدن    و    ومن َ مَّ 
       من التمىيدية يمكن إ باته بسىولة.

                                                                              

م اليدا  يسداريا    =G × I2 C G1×I1 2{ غروبوئيددان. يكدون  و     فدر  أنَّ ب ي2.1 مهيديـة 
، عمددددى   و   م ددددالن يسدددداري )يمينددددن( فددددن    و    إذا وف ددددط إذا        )يمينيددددا ( فددددن 

 الترتيب.

 الإدبات:

 يكون بشكل مشابه لمتمىيدية الساب ة.

إنده تشداكل         غروبوئيدين. يُ ال عن التطبيدق  (  ́ )و       ليكن  [3]ي9.1 عريي 
ت دداب     . إذا كددان      مددن أجددل كددل                  غروبوئيدددي إذا تح ددق 

 فإنه يُسمى تما    غروبوئيديا .

 بسيط.  بسيط أو   بسيط إذا و ف ط إذا     . نيغروبوئيد  و   ليكن  ي1.1مبرانة 
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 الإدبات:

غير بسيط عندئذٍ فدإنَّ   و  بسيط، ولنفر  جد   أنَّ ك   من     بفر  أنَّ الغروبوئيد 
التمىيديددة حسددب بعمددى الترتيددب.    و   ولدديكن ا ، ناإميدد ا  جزئيدد ا  منىمددا يحددوي غروبوئيددد كدد   
مدن جىدة أ در   و ودذا تنداق .    وو غروبوئيد جزئن ناإمن مدن       فإنَّ   1.1

غروبوئيدددا    غيددر بسدديط، ولدديكن     غروبوئيددد بسدديط، ولنفددر  جددد   أنَّ   لنفددر  أنَّ 
 جزئيا  ناإميا  منه،  م لنأ ذ المجموعة

                             
 ، ومنه               إِذْ        عندئذٍ يوجد               ولنأ ذ 

        العممية ال نائية المعرفة عمى         ، إِذْ                              
 عمى الترتيب، ما يعنن أنَّ 

                        
 . غروبوئيد جزئن من          ومنه 

     ، عندئذٍ مىما تكن         إِذْ     ، عندئذٍ يوجد            ا ن لنأ ذ 
 لدينا

                 
                           

                           

 .   مىمدا تكدن                         ، ومدن  دَمَّ            ومنه 
 وبشكل مشابه ن بت أنَّ 

   (            )                     

                                           و 
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،  وودذا  غروبوئيد جزئدن نداإمن مدن          . ما يعنن أنَّ       و ذلك مىما تكن 
    بسيط .    تناق ،  فالفر  الجدلن  طأ،  ومنه 

                                                                               

، إذا    ́  إلددى الغروبوئيددد       تشدداك   غروبوئيددديا  مددن الغروبوئيددد   لدديكن  ي3.1 مهيديــة 
 يحوي كذلك.    غروبوئيد ( جزئيا ،  فإنَّ    غروبوئيدا  )موفان ، بول،   حو  

 الإدبات:

́ . لدتكن  غروبوئيد موفدان  جزئدن مدن   بفر  أنَّ          و         و       
 .       إِذْ         و

                        ́  

                               (           )   ((       )  

 )   (       )      (           )      (          )     

غروبوئيد بول   . بشكل مشابه إذا كان    غروبوئيد موفان  جزئن من     و منه 
              .   غروبوئيد( جزئن من   غروبوئيد بول )    ،  فإنَّ  غروبوئيد( جزئيا  من   )

                                            

عبدددارة عدددن غروبوئيدددد يحدددوي مجموعدددة جزئيدددة فعميدددة  ‡غروبوئيدددد سدددمارانداك [2]ي10.1 عريـــي 
(proper subset)    و يُرمددز لدددِ  تشددكل نصددا زمددرة بالنسددبة إلددى لعمميددة المعرفددة عمددى .  

 .  حينىا بالرمز 

ـــي         ،  و لنعدددرا مدددن أجدددل    إِذْ                لدددتكن  [7]ي11.1 عري
 العممية ال نائية ا تية:

                                                           
داك ، إِذْ سددماوا حينىددا بددالبنى الجبريددة إىددر مفىددوم بنددى سددمارانداك الجبريددة أول مددرة مددن قبددل فمددورنتين سددمارن ‡

 (،  ولكن بع  الدراسات ال ح ة لم تعتمد وذن التسمية.Special Groupoidال اصة )كالغروبوئيد ال اص 
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 .       أو ا تصدددددددددددارا               . يُرمدددددددددددز لىدددددددددددذا الغروبوئيدددددددددددد بدددددددددددالرمز       إِذْ 

    و            التدددن تح دددق         ودددو مجموعدددة الغروبوئيددددات :     الوـــي 
 .          و

 .   و            التددن تح ددق         وددو مجموعددة الغروبوئيدددات :      الوــي 
 .           التددددددن تح ددددددق         وددددددو مجموعددددددة الغروبوئيدددددددات  :       الوــــــي 
 .       التن تح ق         وو مجموعة الغروبوئيدات  :       الوي 

مجموعدددة ااعدددداد                              لدددتكن  [1]ي12.1 عريـــي 
 أجدددددل كدددددلمدددددن  كمدددددا يدددددأتن:  عمدددددى   . لنعدددددرا العمميدددددة ال نائيدددددة  الع ديدددددة قيددددداس العددددددد 

 فإنَّ                 
                                

 .               . يُرمز لىذا الغروبوئيد حينىا بدِ       إِذْ 

مدن   أعدادا  أولية  نحصل عمى غروبوئيد     و            و              بجعل 
 النوع ااول.

 مدددددن الندددددوع ال دددددانن.  نحصدددددل عمدددددى غروبوئيدددددد            و              بجعدددددل 
مدددددن الندددددوع   نحصدددددل عمدددددى غروبوئيدددددد     و            و            بجعدددددل 
 ال الث.

 مددددددددددددن النددددددددددددوع الرابددددددددددددأ.  نحصددددددددددددل عمددددددددددددى غروبوئيددددددددددددد     و            بجعددددددددددددل 
 نحصل عمى غروبوئيد من النوع ال امس.     أو     و        بجعل 

ودو         . عندئدذٍ    و      غروبوئيددا  فدن الصدا         لديكن  [6]ي2.1مبرانة 
 .           إذا كان    

)  ، عندئذٍ   عددا  من مضاعفات العدد   ليكن  [6]ي3.1مبرانة 
 

 
 
 

 
 .  وو  (
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 ي الن ائ  الأساسية2

أولدن، فدإنَّ   و     ، إِذْ  يحدوي غروبوئيدد         إذا كان الغروبوئيد  ي1.2مبرانة 
 .         أو           

 الإدبات:

.      إِذْ         مجموعدة تشددكل غروبوئيددا  جزئيدا  مددن                لدتكن 
                             لدينا     عندئذٍ من أجل كل 

                  ون ت ابل انَّه إذا كان                      ومن  مََّ الع قة

يوجدد عنصدر واحدد     . لذلك مدن أجدل كدل          و               فإنَّ 
               يح ق  من    ف ط 

 بحيث        يوجد       عندئذٍ بسىولة نجد أنَّه من أجل 
                                           

عمددددى الشددددكل      و            مددددن أجددددل    . ا ن لنعددددرا المجموعددددات    إَذْ 
  {              و     |   }    ا تن:

 فإنَّ     وضوحا ، ومن ناحية أ ر  إذا كان      . إنَّ     لن بت ا ن أنَّ 
                

                

   

                
، مدا يعندن وجدود             و      عندما           . من المؤكد     إِذْ 

 ونا يمكننا أن نكتب. و     و منه          و         من أجمه   دليل 
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مددددددددددن أجددددددددددل كددددددددددل      و                  و                 و       إِذْ 

 ، أي           
                                                 

                                                       

 معادلة نحصل عمى       بجمأ آ ر 
                            

 أنَّ    و بشكل مشابه تماما  لما سبق نجد من أجل العنصر 
                            

 وبطرح آ ر معادلتين
                             

  .  ، ووذا يناق  طري ة ا تيارنا لدِ           ما يعنن أنَّ 

      

    و            يممدك غروبوئيدددا  ناإميدا  إذا كددان         الغروبوئيددد  ي2.2مبرانـة 
 . أحد العوامل ااولية لمعدد   إِذْ           عددا  مركبا  و  و

 الإ بات:

)         }  ليكن 
 

 
  ) }       و      . لنأ ذ    

                             ، من 

.   مددن   مددن  أجددل كددل         و يح ددق         غروبوئيددد جزئددن مددن   لددذلك 
           مددددن أجددددل  {          و     | }   ا ن لنشددددكل المجموعددددات 

         . و كددذلك        تشدكل تجزئدة لددِ    و المجموعدات      . وضدوحا    
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        فدددددددددإنَّ           و ودددددددددذا انَّددددددددده إذا كدددددددددان      مدددددددددن أجدددددددددل  

 .           أي              

       يح دق       من  السىل إ بدات وجدود 
. و ا ن لنأ دذ     مدن أجدل كدل  

 عندئذٍ       و       

   (    )  { (      )  (    (    ))     (    (   (
 

 
  ) ))}   

          {  (     )  ( (     )   )    ( (      )  (
 

 
  )  )}  

 لذلك            لدينا أيضا  

                  

                

                                

   (     )  (     )            

(    )   ما يعنن أنَّ   (     )  .       غروبوئيد جزئن ناإمن من   و    
     

 غروبوئيدات،  ولتكن           لتكن ي 3.2مبرانة 
                            

 نصا زمرة.           نصا زمرة إذا و ف ط إذا كانت كل من   عندئذٍ تكون 
 الإدبات:
غروبوئيددد    . عندئددذٍ  نصددا زمددرة جزئيددة مدن الغروبوئيددد                 بفدر  

      لدددددينا         . ا ن  مددددن أجددددل           مددددن أجددددل كددددل    جزئددددن مددددن 

                                               إِذْ       
 لذلك

(                        )             

            (                        )  
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(                            )  (                            )  

 (    
)     (  

  )              
.            نصدددا زمدددرة مدددن أجدددل    كمىدددا تصدددبم    تمسدددم عناصدددر       وبجعدددل 

 الجز  ال انن من المبرونة  ويُْ بَتُ  بسىولة. 
          

غروبوئيدددد سدددمارانداك،  فإنددده                إذا كدددان الغروبوئيدددد  ي1.2ملاحظـــة 
 غروبوئيددددددددددد سددددددددددمارانداك مىمددددددددددا تكددددددددددن   لدددددددددديس مددددددددددن الضددددددددددروري أن يكددددددددددون الغروبوئيددددددددددد 

،  غروبوئيد سمارانداك، مدن أجدل كدل    . و لكن إذا كان 2، انإر الم ال             
 غروبوئيد سمارانداك.  فإنَّ 

يممددك   و   إلددى غروبوئيددد   تشدداك   غروبوئيددديا  مددن غروبوئيددد   إذا كددان  ي4.2مبرانــة 
 ا زمرة أيضا .يممك نص  نصا زمرة عندئذٍ فإنَّ 

 الإدبات:
نصا زمرة جزئية      ،  فإنَّه من السىل إ بات أنَّ  نصا زمرة جزئية من   إذا كانت 

  .  من 
   

   غروبوئيدات سمارانداك باس خدام  1.2
ــــة  ، إنَّ  Z*(n)غروبوئيدددددا  مددددن الصددددا         عددددددا  أوليددددا  فرديددددا  و   لدددديكن  ي5.2مبران
 .           إذا و ف ط إذا    وو         
 الإدبات:
 فإنَّ         و         نصا زمرة جزئية من الغروبوئيد   إذا كان 

                 
Tx                             

                        
 ، ومنه                    نجد    بوضأ 

                (، أو )                  و            ) 
 (             و

 (            ( أو )             و             )  أي 
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، فمددن الواضددم أنَّ            مددن جىددة أ ددر  إذا كددان  .           مددن  دَدمَّ 
 تشكل نصا زمرة.        أي مجموعة وحيدة العنصر من 

        
 ، عندئذٍ             و         غروبوئيدا   إِذْ         ليكن  ي6.2مبرانة 

           
                       

                     
 الإدبات:

   ودن تطبيدق مدن                         بداية  يمكن بسدىولة إ بدات أنَّ الع قدة 
   عمى 

    
 عندئذٍ        إِذْ           . إذا كان 

                                         
 {

          

          
         (        )                  

                                                  (    

                         )        
         تما ل غروبوئيدي.   لذلك 

عددد   ، إِذْ             المبرونة الساب ة تب ى صدحيحة مدن أجدل  ي2.2ملاحظة 
 أعداد أولية نسبيا  م نى م نى.           صحيم منتهٍ،  و 

و كدددل مدددن                          نجدددد          إذا أ دددذنا الغروبوئيدددد  ي1مدـــال 
  4.2. باسدددت دام المبروندددة         تشدددكل نصدددا زمدددرة جزئيدددة مدددن           المجموعدددات 

 التما ل الغروبوئيدي السابق نجد  وبوصا 
                     و                                    

نصدا زمدرة     ن حدإ أنَّ  3.2. مدن المبروندة                أنصاا زمر جزئية من 
 .       نصا زمرة جزئية من       و         جزئية من 
ـــــال                   لددددددينا  6.2. مدددددن المبروندددددة         لنأ دددددذ الغروبوئيدددددد  ي2مد

 .        نصا زمرة جزئية من       و المجموعة         
                                  

            يممددددك أي نصددددا زمددددرة جزئيددددة فعميددددة، لددددذلك         ن حددددإ أنَّ الغروبوئيددددد 
 يد سمارانداك.يشكل غروبوئ
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 أوليا .    يشكل غروبوئيد سمارانداك إذا كان         الغروبوئيد  ي7.2مبرانة 
 

 الإدبات:
         نجددد  1.2، باسدت دام المبروندة        نصدا زمدرة جزئيدة فعميددة مدن   لديكن 

            أي       و           إِذْ       ومددددن  دَدددمَّ يمكننددددا أن نكتددددب 
 □      و وذا تناق . ،         ما يعنن أنَّ 
، و   توجدد   ودو         فإنَّ الغروبوئيدد             إذا كان  ي3.2ملاحظة 

 .3.1فن المبرونة            حاجة لمشرط 
 الإدبات:

،  وذلدددك         ودددن نصدددا زمدددرة جزئيدددة مدددن الغروبوئيدددد       مدددن السدددىل إ بدددات أنَّ 
  بم حإدددددددددددة أنَّ 

  

 
   زوجدددددددددددن و   عنددددددددددددما            ، و أنَّ     ، إِذْ 

  فردي.   عندما         
          

عدددد صددحيم مُ َّبددت،   ، مددن أجددل     إنَّ إيجدداد عدددد غروبوئيدددات سددمارانداك فددن الصددا 
 2وودن تحديددا  المسدألة رقدم  ون إحد  المسائل المفتوحة التن طرحتىدا الددكتورة كانداسدامن، 

فسددوا ن حددإ أنَّ معرفددة  6.2و   5.2و   2.1. فددإذا نإرنددا إلددى المبرونددات [6]مددن المرجددأ 
 ، التن تح ق الشروط      إِذْ       عدد اازواج 

                                    
 ذلك.يُساعدنا فن حل وذن المسألة، و المبرونة ا تية توضم 

 التن تح ق الشروط             عدد اازواج  ي8.2مبرانة 
                                      

 يساوي إلى
   

 
 ∑

   

   

 
    ∑ ∑

   

     

 
     

   
              

        
  

         وذلك عندما 
     

       
 أعداد أولية فردية م تمفة.   ، إِذْ   
 ويساوي إلى

    ∑ (
   

  
  ) 

    ∑ ∑ (
   

    
  )         (

   

       
  ) 

     
   
      

      وذلك عندما 
     

       
 أعداد أولية فردية م تمفة.   إِذْ ،   



 1027ـ  الأول( ـ العدد 33جامعة دمشق للعلوم الأساسية ـ المجلد )مجلة 

 

111 
 

 
 

 الإدبات:
 ، عندئذٍ            و        ، إِذْ      مجموعة اازواج  كمّىا  لتكن 

  {                  (         )                  }  
 ولنميز الحالتين ا تيتين:

التن إحد  مركباتىا ون عددد   فن وذن الحالة يمكننا حذا اازواج من  عدد فردي  أو  : 
 زوجن؛  وذلك ان المركبة ال انية ستكون عددا  زوجيا  بالضرورة. ومن َ مَّ  لنضأ

 ́                               
  {           و ́       |     }  

. ومددن    يح ددق   فددن       وضددوحا ، و ن حددإ عدددم وجددود أي زوج  ́   فنجددد أنَّ 
(         )   . بفر        َ مَّ يكفن ا ن إيجاد  عددد فدردي   عنددوا      

مدا عددا تمدك اازواج التدن  ́ تساوي المجموعة   ، لذلك المجموعة      و     طبعا  و 
.    أو مضداعفا  فرديدا  لعدددٍ فدردي ي سدم     تممك فن أحدد مسداقطىا عدددا  فرديدا  ي سدم 

 نضألذلك ل
  {  مضاعا فردي لد     و ́       |     }   

 . من َ مَّ            من أجل كل 
   ́  ⋃   

 
     

          لنضددددأ  
    

   
       

وددددو أكبددددر عدددددد        عندددددوا نجددددد أنَّ    
وااصددغر    مددا يوضددم أنَّ المضدداعفات الفرديددة لمعدددد             يح ددق المتراجحددة 

 ون  من 
                                    

   و عدددددوا يسددداوي 
   

   
        لدددذلك  

   

   
. ويمكدددن            مدددن أجدددل كدددل  

 . و بنىاية وذن الحالة نجد           كون         م حإة أنَّ 
           [ ́  ⋃   

 
   ]        ́       ⋃   
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      ́  

[∑          
 
    ∑ ∑      (     )

 
     

   
    

∑ ∑ ∑      (        )
 
     

   
     

   
      

     ∑ ∑  ∑      (   
    

        
) 

           
 
       

 
     

                        ]  

 
   

 
 ∑

   

   

 
    ∑ ∑

   

     

 
     

   
    ∑ ∑ ∑

   

       

 
     

   
     

   
      

       ∑ ∑  ∑
   

             

 
           

 
       

 
             

        
  

، ومددن {             و        |     }  فددن وددذن الحالددة  عدددد زوجددن   انيدا : 
تسدددددداوي   . كمددددددا بيَّنددددددا سدددددداب ا  نجددددددد أنَّ المجموعددددددة           و     الواضددددددم 
. ا ن    ماعدا اازواج التن تممك فن إحد  مركباتىا مضداعفا  لعددد ي سدم   المجموعة 

 لنضأ المجموعات            من أجل كل 
  {  مضاعا لد     و        |     }   

 نجدو عندوا 
    ⋃   

 
     

        و بسىولة يمكن إيجاد أنَّ 
   

  
 . لذلك  

              ⋃   
 
                 ⋃   

 
     

 
       

[∑          
 
    ∑ ∑      (     )

 
     

   
    

∑ ∑ ∑      (        )
 
     

   
     

   
      

     ∑ ∑  ∑      (   
    

        
) 

           
 
       

 
     

                        ]  

     ∑ (
   

  
  ) 

    ∑ ∑ (
   

    
  ) 

     
   
    ∑ ∑ ∑ (

   

      
  ) 

     
   
     

   
    

         ∑ ∑  ∑ (
   

            

  ) 
           

 
       

 
          (

   

       
  )  
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أوليا ، يسداوي إلدى   ، إذا كان     إن عدد غروبوئيدات سمارانداك فن الصا  ي1.2ن يجة 
 1.2. والجددول 5.2الع قة ااولدى فدن المبروندة ا  يدرة، وودذا مدا توضدحه السداب ة والمبروندة 

 .لبع  الصفوا من ااعداد ااولية يبيّن عدد غروبوئيدات سمارانداك
 

  1.2الجدول 
 الوي       العدد الوي       العدد

          يوجد               

                        
          يوجد               

                              
                              
 وو غروبوئيد سمارانداك.        عددا  زوجيا  عندئذٍ   ليكن  ي9.2مبرانة 

 الإدبات:

  لنضأ 
 

 
 ، و لن حإ أنَّ 

             {
  زوجن   
  فردي   

}             و  
  زوجن   
  فردي   

 

تشكل       . و لإ بات أنَّ        تشكل غروبوئيدا  جزئيا  من       لذلك المجموعة  
 نصا زمرة سنميز الحا ت ااربأ ا تية:

 نصا زمرة.      و المجموعة       و منه       و       . 1الحالة 
 و المتطاب ات التالية مح  ة      و منه       و       . 2الحالة 

                                               

                                               
                                       

 والمتطاب ات الساب ة مح  ة.      و منه       و       . 3الحالة 
 والمتطاب ات الساب ة مح  ة أيضا .       و منه       و      . 4الحالة 



 غروبوئيدات سمارانداك -أبو حمدة –جبور 

111 
 

     
عددا  زوجيا . إنَّ عدد غروبوئيدات سمارانداك فن الصا   ليكن  ي2.2ن يجة 

 عمى الترتيب. (                 )  يساوي  (            )       
غروبوئيد سمارانداك، عندئذٍ واحدة من الحا ت ا تية           ليكن  ي10.2مبرانة 
 مح  ة:
  يح ق   فن   يوجد          (

 

        
). 

  إِذْ       يوجد عمى ااقل 

                      (
 

        
) 

)                   و    
 

        
) 

)                    و    
 

          
) 

)                        و       
 

          
) 

 الإدبات:

فإنَّه يمكننا أن نكتب          . إذا كان  نصا زمرة جزئية من الغروبوئيد   لتكن 
 ما يعنن أنَّ                          و         

               (
 

        
) 

ذا كان   لذلكو         من أجل كل                 فإنَّ          وا 
                                                 

                                                             
 نجد  بدِ   و كل   بدِ   وبسىولة بتبديل كل 

                                                         
 نجد      إلى       وبجمأ 

                                                                 (
 

          
)  

 وأيضا  
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                                           (
 

          
)  

 نجد      فن     وبوضأ 
                                                     (

 

        
)  

    

عددا  أوليا  فرديا  عندئذٍ كل   غروبوئيد سمارانداك،  و           ليكن   ي3.2ن يجة 
 .1مرتبىا تساوي   نصا زمرة جزئية من 

 الإدبات:
ومنه             لدينا  5.2. من المبرونة      ، و نصا زمرة جزئية من   بفر  

                     من المبرونة الساب ة نجد       ومن الع قة             

        .         أوليا  ما يعنن وفق المبرونة الساب ة أنَّ   ووذا يناق  كون 
      ي غروبوئيدات سمارانداك باس خدام 2.2

   يما دددددددددل الغروبوئيدددددددددد         أنَّ الغروبوئيدددددددددد  6.2وجددددددددددنا فدددددددددن المبروندددددددددة 
        

   
،  ووددددددذا مددددددا توصددددددمه لدددددده مددددددن أجددددددل             و        عندددددددما          

،  والمبرونددة ا تيددة توضّددم ذلددك،  ولكددن سَدديُحْذَاُ الإ بددات كوندده                الغروبوئيددد 
 .6.2يشبه إ بات المبرونة 

 عندئذٍ              و        ليكن  ي11.2مبرانة 
                

{ (   
)                       }  { (   

)                       }  

 .  وو                  الغروبوئيد  ي12.2مبرانة 
 الإدبات:

ودددن                              بسدددىولة يمكدددن إ بدددات أنَّ كددد   مدددن المجمدددوعتين 
  .  نصا زمرة جزئية من الغروبوئيد 
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وددددو غروبوئيددددد                 فددددإنَّ    وددددو         إذا كددددان الغروبوئيددددد  ي4.2ن يجــــة 

 سمارانداك أيضا .
عدددددا  أوليّدددا ، عندئدددذٍ   غروبوئيدددد سدددمارنداك و                   لددديكن  ي13.2مبرانـــة 

 .         أو             
 الإدبات:

 عندئذٍ            و   نصا زمرة  جزئية من   لتكن 
                                             

                                            

 {
                           

                           
  

                                               
               أو            

    

غروبوئيدددا  مددن النددوع ااول أو ال ددانن.                   أوليَّددا  و   لدديكن  ي5.2ن يجــة 
. أك در مدن ذلدك، إنَّ عددد            وو غروبوئيدد سدمارانداك إذا وف دط إذا   عندئذٍ 

 .    غروبوئيدات سمارانداك من النوع ال انن يساوي عدد غروبوئيدات سمارانداك فن 

. فعمدددى                  زئيدددة مدددن ليسدددت نصدددا زمدددرة ج   المجموعدددة  ي4.2ملاحظـــة 
 لدينا                سبيل الم ال، فن الغروبوئيد 

 .                   ولكن                      
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