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دراسة العلاقة بين حمقات التقييم المتقطع والتموضع عند 
 مثالي أولي ومنطقة المثاليات الرئيسية

 

 شوقي محمد الراشد د.

 الممخص

وكل "Valuation Ring"يقدم ىذا البحث دراسة حول العلاقة بين حمقة تقييم 
لحمقة عند مثالي أولي ومنطقة مثاليات  "Localization"من حمقة التموضع 

, حيث تم عرض بعض التعاريف "Principle Ideals Domain"رئيسية
)المقدمة(, وفي الفقرة الثانية يُعرض تعريف تطبيق  ىالخواص في الفقرة الأولو 

 Discrete Valuation"تقييم وحمقة تقييم و حمقة تقييم متقطع أو منفصل

Ring" ( والتي تبيّن أن حمقة التقييم 2-2ومن ثم نتيجة )    من أجل تطبيق
وأنيا حمقة تقييم بحد         تكون حمقة جزئية من حقل القسمة   تقييم 

  ( والتي تقدم الشرط اللازم والكافي كي تكون 3-2ذاتيا بالإضافة إلى مبرىنة )
لتقييم والتموضع قد تم عرضيا في الفقرة الثالث حمقة تقييم.إن العلاقة بين حمقة ا

حيث تم إثبات أن حمقة التموضع لمنطقة المثاليات الرئيسية عند مثالي أولي 
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وذلك  ا  وحيد ا  أعظمي ا  وأن كل حمقة تقييم ىي حمقة تحوي مثالي,تشكل حمقة تقييم 
    ( عمى الترتيب بالإضافة إلى نتيجة3-3( و )2-3من خلال المبرىنتين )

يكون بُعدىا  ̀ جزئية من منطقة تكاممية   ( تبيّن أن كل حمقة تقييم 3-4)
"Krull's Dimension" ة أكبر من بُعد الحمقة التي تحوييا, أما الفقرة الرابع

درس العلاقة بين حمقة تقييم منفصل و منطقة المثاليات الرئيسية حيث أن كل تف
بإضافة  ا  ية, ويكون العكس صحيححمقة تقييم منفصل ىي منطقة مثاليات رئيس

 (.5-4بعض الشروط وذلك من خلال المبرىنة )

 

التصنيف  حمقة تقييم, تموضع, منطقة مثاليات رئيسية. الكممات المفتاحية:
 . 13A18(: 2010الرياضياتي العالمي )
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A Study of Relationship between the 

Valuation Ring, the Localization of the 

Ring at a Prime Ideal, and the Principle 

Ideals Domain 

 

Dr. Shawki. M. AL Rashed
 

 

Abstract 

 

This paper presents a study of the relationship between the 

Valuation Ring and both the localization of the ring at prime 

ideal and the Principle Ideals Domain, where it is introduced 

some of the definitions and properties in the first section 

(introduction), in the second section was presented  the 

definitions of evaluation ring and discrete valuation ring, then 

the result (2-2) shows that the valuation ring for some 

valuation map is a subring of the fractal (Quotient) field 

         and valuation ring establish itself, in addition to the 

theorem (2-3) provided the necessary condition and sufficient 

in order to be a ring valuation ring. 

The relationship between the valuation ring and  localization 

were displayed in the third section where it was proof that the 
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local ring of the Principle Ideals Domain at a prime ideal will 

be evaluation ring and each evaluation ring is containing only 

one maximal ideal in theorems  (3-2) and (3-3) respectively. 

In addition to the result (3-4) shows that each evaluation 

subring of integral domain has dimension "Krull's 

Dimension"  greaterthen this contains. The fourth section 

studies the relationship between the discrete valuation ring 

and principle ideals domain, where the theorem (4-3) proof 

that each discrete evaluation ring is a principle ideal domain , 

and vice versa it is adding some conditions and through 

proven (4-5). 

 

Key words: Valuation Ring, Localization, and Principle 

Ideals Domain. 

Mathematics Subject Classification 2010: 13A18. 
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 : مقدمة. 1

إن لحمقة التقييم وتطبيق التقييم المنفصل أىمية كبيرة في الجبر المجرد وذلك 
لأنو يحدد قيما  عددية صحيحة تقابل عناصر من حمقة ما, وذلك من خلال بناء 

, بالإضافة إلى أىمية ℤتطبيق يكون مستقره مجموعة الأعداد الصحيحة 
التموضع ومنطقة المثاليات الرئيسية في الجبر التطبيقي وعمى وجو الخصوص 

 Singularity"ونظرية الشواذ  "Algebraic Geometry"اليندسة الجبرية 

Theory"  حيث أن التموضع يسمح بدراسة بعض الخواص الجبرية عند نقطة
قة المثاليات الرئيسية تسمح و منط "Algebraic Set"ما من مجموعة جبرية 

فة و موّلدة لممجموعة الجبرية.  بدراسة عدد منتو من العناصر التي تكون مُعرِّ
لذلك نقدم في ىذا البحث دراسة حول العلاقة بين ىذه المفاىيم من خلال بعض 
الخواص في الجبر التبادلي وعرضيا بأسموب سيل و مبسط لتكون أداة ووسيمة 

 يم.ربط بين ىذه المفاى

خلال ىذا البحث سيُلاحظ القارئ أنو يفتقر إلى المراجع, وذلك لأنو ربما يكون 
الأول من نوعو في تقديم دراسة مبسطة لا تعتمد إلا عمى تعاريف ومفاىيم 
أساسية مألوفة ومعروفة في الجبر التبادلي حول العلاقة بين التموضع والمثاليات 

 .المنتيية التوليد وحمقات التقييم

و المبرىنات التي سيتم استخداميا في ىذا  التعاريفبعض  في ىذه الفقرة نعرض
أو اختصارا  حمقة واحدية  ) حمقة تبديمية ذات عنصر محايد  البحث. لتكن 

ذات عنصر محايد ما لم يتم ذكر حمقة تبديمية   في ىذا البحث دائما , تبديمية
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بالرمز   , ونرمز لمجموعة كل العناصر القابمة لمقمب في صراحة ( ذلك خلاف
 :[1,2,3,4,5] . نقول إن    

مصفر, ونرمز ليا بالرمز لقواسم لا تحوي  منطقة تكاممية إذا وفقط إذا كانت  (1
   . 

في   منطقة تكاممية وكل مثالي   منطقة مثاليات رئيسية إذا وفقط إذا كانت  (2
يوجد عنصر   في   أي إنو من أجل أي مثالي ) ,  مثالي رئيسي في   

     يحقق     
 .   لمنطقة المثاليات الرئيسية بالرمز  يُرمز, و ( مثالي رئيسي في  ويسمى 

وكل عنصر غير منطقة تكاممية   إذا وفقط إذا كانت  تحميل وحيدمنطقة  (3
,  يُكتب كجداء منتو لعناصر أولية في   صفري وغير قابل لمقمب في 

 .   ويُرمز ليا بالرمز 
 ,μإذا وفقط إذا وجِد مثالي أعظمي وحيد, مثل  "Local Ring"حمقة محمية (4

 . μ   ويُرمز لمحمقة المحمية بالرمز  في 
منتوٍ   إذا وفقط إذا كان كل مثالي في   Noetherian Ring"حمقة نوثرية (5

 تنقطع(.  )أو أي سمسمة متزايدة من المثاليات في   التوليد في 
 بالشكل التالي:  لحمقة احمقة تبديمية واحدية نعرف بعد   لتكن  (6

        {                               } 

, ويُسمى بُعد  مجموعة كل المثاليات الأولية في         حيث 
 . "Krull's Dimension"كرول



 2020-1العدد –36 مجمة جامعة دمشق لمعموم الأساسية المجمد

211 

 

نقدم فكرة عامة عن التموضع في الحالة العامة ومن ثم عند المثالي الأولي, 
 .           وذلك من خلال التعريف التالي 

 حمقة تبديمية ذات عنصر محايد.  تعريف: لتكن 

∅نقول عن المجموعة  -  إنيا مغمقة ضربيا  إذا وفقط إذا تحقق:     

   
و1                     و   

عمى الجداء   و لنعرف علاقة التكافؤ  مجموعة مغمقة ضربيا  في   لتكن  -
 بالشكل:      الديكارتي

                                                   

 و نرمز لصفوف التكافؤ بالرمز

*
 

 
+  واختصارا  بالرمز  {                         } 

 
. 

     أي إن     ونرمز لمجموعة كل صفوف التكافؤ بالرمز 
   

 
 

  
 قانوني تشكيل داخميين:      نُعرف عمى مجموعة صفوف التكافؤ 

                       

[
  
  

]  [
  

  
]  [

     

     
]   ] و

  
]  [

  

  
]  [

           

     
] 

                                                           
1

 .التافه()التموضع   { }     نحصل على حالة الحلقة     في حالة 



 شوقي الراشد   ي أولي           دراسة العلاقة بين حمقات التقييم المتقطع والتموضع عند مثال

212 
 

  حمقة تبديمية واحدية الحيادي فييا ىو            عندئذ تكون 
 

 
. 

 , فإن الحمقة مثالي أولي في           حيث      وفي حالة 

      ,
 

 
عند المثالي   تُسمى حمقة التموضع لـ  -         

 , مثال عمى ذلك   , و يُرمز ليا بالرمز  الأولي 

ℤ〈 〉       ,
 

 
      ℤ         -  ,

 

 
       ℤ    -. 

 حمقات التقييم و حمقات التقييم المنفصل:. 2

علاقة ترتيب كمي  زمرة تبديمية و      : لتكن [4,5,7,8,10]. تعريف2-1
 حقل ما.  , و  عمى 

a.  يُسمى زمرة مرتبة كميا  إذا وفقط إذا تحقق:        إن النظام الرياضي 
    ̀         ̀        ̀              

b.  في الزمرة   زمرة مرتبة كميا , فإن تقييم الحقل         إذا كانت  
و الذي يحقق: أيا                 الزمري يُعرف عمى أنو التشاكل

 فإن        كان 
وشرط التشاكل الزمري  {         }           

 تطبيق تقييم.  , ويسمى                  
تطبيق تقييم منفصل أو   زمرة الأعداد الصحيحة, فيسمى  ℤ  وفي حالة 

 .   متقطع و يُرمز لو بالرمز 
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c.  تسمى حمقة تقييم   , فإن    منطقة تكاممية   إذا كانت
"Valuation Ring" تحقق: إذا وفقط إذا 

                 
 

 
   

 }        حيث 
 

 
حقل القسمة لممنطقة التكاممية  {          

 . VR, و يُرمز لحمقة التقييم بالرمز   
d.  أو منفصل إذا  م متقطعتُسمى حمقة تقيي  حمقة تقييم, فإن   إذا كانت

 . DVR, ويُرمز ليا بالرمز حمقة نوثرية وليست حقلا    وفقط إذا كانت 

 .      : يمكن صياغة التعريف السابق من أجل الزمر الضربية2ملاحظة

حقل           منطقة تكاممية و   : إذا كانت [10]3. نتيجة2-2
{            }   تطبيق تقييم, فإن المجموعة   القسمة و   { } 

 و حمقة تقييم.  تُشكل حمقة جزئية من 

 فإن :       . أيا  كان     و ذلك لأن  ∅   الإثبات: إن 

                        

          {         }           

 حمقة جزئية.   ومنو تكون 

                                                           
2

( تم صياغته من أجل زمرة مزودة بالجمع كقانون تشكيل مُعرف عليها, أما 1-2التعريف )

 ( ستكون الزمرة مزودة بالضرب كقانون تشكيل لها.3-2لاحقاً في المبرهنة )
3

 دون إثبات. [10]معروضة في المرجع 
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(( 1-2)لا تحوي قواسم لمصفر و حسب تعريف حمقة تقيم )  ىي   بما أن 
 ذلك لأنو      كما أن                   فإن

                                  ] . 

حمقة تقييم و في    ستكون      فإنو إذا كان      وبالتالي أيا  كان
) و         يكون         حالة 

 

 
)              

 , أي إن       

 
, وفي ىذه الحالة   حمقة تقييم    وعميو تكون     

 . تطبيق تقييم من أجل الحمقة   يسمى 

إذا و فقط إذا    حمقة تقييم   . إن   منطقة تكاممية  لتكن  . مبرهنة:2-3
 حمقة تقييم.     يكون من أجمو   وجِدَ تطبيق تقييم 

من   حمقة تقييم ولنبرىن عمى وجود تطبيق تقييم   الإثبات: بداية  نفرض أن 
          ,   منطقة تكاممية   كون  حمقة تقييم.     أجمو يكون 

  حقل قسمة, نضع 
  

    
زمرة تبديمية.نعرّف      تكون زمرة القسمة عندئذٍ  

 كل:بالش  عمى   العلاقة 

 ̅   ̅       ̅    ̅    
 

 
   

̀̅   ̀̅  ̅   ̅ معرفة جيدا  و ذلك لأنو إذا كان   إن   ̅ حيث       ̅̀  

 ̅  يحققان :          و منو يوجد  ̀̅    

 ̅   ̅   ̀      ̀     
 

 
       

 ̀

 ̀
 

  

  
 

 

 

 

 
    ̅̀   ̅̀ 
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 , وذلك لأن علاقة ترتيب عمى   إن

̅ علاقة انعكاسية:   (1     
 

 
      ̅   ̅ 

̅  ̅ علاقة تخالفية:    (2       ̅   ̅   ̅   ̅  
 

 
  

   
 

 
    

 

 
       

 أي إن 
 

 
  ̅̅ ̅̅̅  

 

 
 ̅      حيث  ̅            

̅ , ومنو   الحيادي في 

 ̅
̅ و بالتالي ̅     ̅ . 

 علاقة متعدية:  (3
 ̅  ̅  ̅       ̅   ̅   ̅   ̅  

 

 
    

 

 
    

 

 
 

 

 

 

 
̅ , ومنو      ̅. 

̅  ̅ و ذلك لأنو أيا  كان   علاقة ترتيب كمي عمى   كما أن  فأن    
 

 
 حمقة تقييم يكون إما   , وكون     

 
 أو     

 
̅ ومنو         

̅ أو̅    ̅  . 

 تحقق : مجموعة مرتبة كميا , و علاقة الترتيب       وبالتالي  

 ̅  ̅  ̅      ̅   ̅    
 

 
     

  

  
 

 

 
     ̅ ̅   ̅ ̅ 

 زمرة مرتبة كميا  .        ومما سبق نجد أن 
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. إذا كان  ̅            بالعلاقة        نُعرّف التشاكل الزمري
     و دون المساس بالعمومية       و بفرض        

̅ أي      , فإن ̅  

 

 
   

   

 
 

 

 
        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   ̅ 

 تطبيق تقييم.  , وبالتالي{         }                 ومنو 

{             }   ويكون لدينا  حيادي  ̅    حيث  { } 
 . الزمرة 

 :ومن جية ثانية

                   ̅         
 

 
   

 .  حمقة تقييم      ومنو 

في النتيجة      ( وملاحظة أن 2-2العكس صحيح وذلك حسب النتيجة )
حمقة تقييم   وعميو تكون      حمقة تقييم و لدينا    (, ومنو تكون 2-2)

 . من أجل تطبيق التقييم 
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لمحمقة عند مثالي  "              "العلاقة بين حمقة التقييم والتموضع -3
 أولي:

                     , و   منطقة تكاممية   لتكن : [10]  تمييدية .3-1
تطبيقا  يحقق: أيا         زمرة مرتبة جيدا . إذا كان         و 

       كان 

, فإن                و {         }            
 المعرف بالعلاقة       ̀ التطبيق 

 

 
     ̀ (

 

 
)       

 . , تطبيق تقييم لمحقل     

 .  ( تطبيق تقييم لمحمقة 1-3)في التمييدية السابقة   يُسمى التطبيق 

. إذا كان          منطقة مثاليات رئيسية و  مبرىنة: لتكن  .3-2
  حمقة التموضع لمحمقة    و  مثالي أولي في           

من أجمو يكون   , فإنو يوجد تطبيق تقييم )متقطع( عند المثالي 
 حمقة تقييم.      

يولد     منطقة مثاليات رئيسية فإنو يوجد عنصر أولي   بما أن  الإثبات:
. ونعمم أن كل منطقة مثاليات رئيسية      , أي إن  المثالي الأولي 
 ℤ      , و منو يمكن أن نُعرف التطبيق [1,6]ميل وحيدىي منطقة تح

 بالعلاقة 

                     {  ℤ  {   يقسم    
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          حيث يكون       فإنو يوجد        أيا  كان 

 .      دون المساس بالعمومية نفرض أن  و     

                           
           (              )     

    {           } 

 المعرف بالعلاقة  ℤ     ( يكون التطبيق 1-3وحسب التمييدية السابقة )

 
 

 
      (

 

 
)              

. و تكون حمقة تقييم          حيث   تطبيق تقييم )متقطع( لمحقل 
 ىذا التطبيق 

   ,
 

 
      (

 

 
)   -  { }

 ,
 

 
                  -  { }

 ,
 

 
         -  { }

 {
    

    
          }  { }

 {
       

 
{  لا يقسم          

 ,
 

 
-  لا يقسم          

 ,
 

 
             -           
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  عند المثالي   لمحمقة    ( تكون حمقة التموضع3 -2وحسب المبرىنة ) 
 , و بذلك يتم المطموب.  حمقة تقييم 

في المبرىنة 4حمقة نوثرية وليست حقلا    يمكن أن نستنتج مباشرة  بأنو إذا كانت 
حمقة تقييم متقطعة   عند المثالي   لمحمقة    السابقة فإن حمقة التموضع 

 . مثال عمى ذلك:    

  ℤ  , فإذا كانت [3,5,6] حمقة الأعداد الصحيحة حمقة نوثرية ℤإن 
حقل الأعداد العادية ومن أجل المثالي الأولي              و

   , فتكون حمقة التموضع    المولد بالعدد الأولي       

ℤ    ,
 

 
     ℤ       -  ,

 

 
     

ℤ     حمقة تقييم متقطعة       عند المثالي   لمحمقة -  لا يقسم
   . 

فقط, أي إنيا  ا  واحد ا  أعظمي ا  نبيّن فيما يأتي بأن كل حمقة تقييم تممك مثالي
 ستكون حمقة محمية.

 حمقة تموضع       , فإن  حمقة تقييم   إذا كانت  :[10]5مبرهنة .3-3
           }  نّ إحيث  " Local Ring")محمية( 

 

 
  } 

 . المثالي الأعظمي في 

                                                           
4

مثال على  تكون حقلاً, لاا كل حلقة مثاليات رئيسية هي حلقة نوثرية ولكن ليس بالضرورة أ

 .منطقة مثاليات رئيسية وحقل ℝحلقة الأعداد الحقيقية ذلك: 
5

 , بشكل مقتضب دون إثبات واضح . 34صفحة [10]تُعرض في المرجع 
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  قابمة لمقمب في الغير مجموعة كل العناصر          الإثبات: إن 
 ذلك لأن:و 

                
 

 
       

 : مثالي في          كما أن  

  حيث يكون     و            نفرض جدلا  أنو يوجد     
 و منو

        
 

  
   

 

 
  

 

  
   

منو و            و ىذا يناقض كون   قابل لمقمب في   أي إن 
 .               و بالتالي  ا  يكون الفرض الجدلي خاطئ

  حيث              نفرض جدلا  أنو يوجد بالمثل      
ومنو     , دون المساس بالعمومية ليكن     و    ومنو 

 

 
 ن إحمقة تقييم ف  وكون          

 
 أو    

 
, ومنو    

(  
 

 
)   )أو    

 

 
)  , وعميو يكون  
    (  

 

 
) )    أو        

 

 
  ) ا توفي كم    

و عميو يكون الفرض الجدلي       ىذا يناقض كون  نجد أنّ  الحالتين
   أي إنّ  ا  خاطئ
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مثالي   . ومن الواضح أن  في  ا  مثالي          وبالتالي يكون 
ولا يساويو   يحوي المثالي   في   و ذلك لأن أي مثالي   أعظمي وحيد في 
مثالي   وىذا ما يبيّن أن     لمقمب و منو سيكون  قابلا   ا  سيكون فيو عنصر 

فإنو سيحوي أيضا    لا يساوي   أعظمي وفي حالة يوجد مثالي أعظمي آخر 
, أي إنو ا  أعظمي ا  مثالي  و ىذا يناقض كون     عنصرا  قابلا  لمقمب و منو 

 حمقة محمية.      . وبالتالي تكون  لا يوجد إلا مثالي أعظمي واحد فقط ىو 

حمقة   منطقة تكاممية . إذا كانت  ̀ حمقة تقييم و  نتيجة: لتكن  .3-4
   (̀ )      حمقة جزئية من ̀ ولا تساوييا و ̀جزئية من 

 ̀ ̀ حمقة تقييم و  ̀ , فإن  أي إن     μ   وμ  μو ̀ , حيث  ̀  
   عمى الترتيب بالإضافة إلى أن  و ̀ مثاليات أعظمية في 
     ̀         . 

               حمقة جزئية منيا فإن  منطقة تكاممية و  ̀الإثبات: كون 
      ( ̀)  . ومنو        

           ̀    
 

 
حمقة تقييم,   وىذا لأن   ̀    

 حمقة تقييم. ̀وعميو تكون 

حمقات محمية   ̀  ̀  و       ( تكون 3-3حسب المبرىنة السابقة )
     }          حيث 

 

 
̀ و  {     ̀    ̀  

{     
 

 
̀ و بالتالي  {̀    μ فيكون   ̀   و كونμ   ̀] 
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μفي حالة فرضنا جدلا  أن  و كون  μو  ̀ و حسب تعريف  ̀  
, أي  و ليس قابل لمقمب في  ̀ يوجد عنصر قابل لمقمب في ف ̀   

    ̀   إن 
 

 
    ̀  

 

 
 μ              ثانيةمن جية , و ̀  

 

 
 و ىذا يعني أن   ̀    

 
 .]و ىذا تناقض ̀  

 وبما أن كل مثالي أعظمي ىو مثالي أوليفي الحمقة التبديمية الواحدية
̀ و ذلك لأننا قد أثبتنا أن           ̀     يكون   [1,6]  μ 

μو    ̀. 

نبين في ىذه الفقرة بأن كل  حمقة التقييم و منطقة المثاليات الرئيسية: -4
حمقة تقييم متقطع ىي منطقة مثاليات رئيسية و ذلك من خلال المبرىنة 

ولكن العكس سيتطمب إضافة بعض الشروط التي سنعرضيا   ( 4-3)
 (.5-4في المبرىنة )

إذا و فقط    حمقة تقييم  . إن  منطقة تكاممية   تمييدية: لتكن  .4-1
, -    مثالي في    ,  ,  ليات في إذا كانت مجموعة كل المثا

 مجموعة مرتبة كميا  بالنسبة إلى علاقة الاحتواء.

فإن          ولنبرىن عمى أنو      الإثبات: نفرض  أن حمقة تقييم 
فأنو     يتم المطموب. وفي حالة       . في حالة     أو     

يتم المطموب, وفي حالة      نّ إف { }  . إذا كان              
 . عندئذٍ      , ليكن { }  
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      حمقة تقييم

{
 
 

 
 
 

 
     

 

 
وىذا غير ممكن       

أو
 

 
     

 

 
    }

 
 

 
 

     

مما     أو     , و بالتالي نجد    سيكون    وبالمثل في حالة 
 مرتبة كميا  بالنسبة إلى علاقة الاحتواء.  يعني أن المجموعة 

ولإثبات العكس نفرض أن مرتبة كميا  بالنسبة إلى علاقة الاحتواء ولنبرىن عمى 
 حمقة تقييم وفق ما يمي.  أن 

 
 

 
أو                                 

       مرتبة كميا  بالنسبة إلى علاقة الاحتواء. و منو يوجد  وذلك لأن 
  . و من جية ثانية     أو     حيث 

 

 
منو و      

  
 

 
   

   أو
 

 
  ومنو     

 

 
منطقة تكاممية )قانون   , و ذلك لأن   
 حمقة تقييم.   الاختصار محقق(, و منو تكون 

                لتكن حمقة تقييم. إذا كان  :6[7]تمهيدية .4-2
  , فإنو يوجد              مثالي مولد بالعناصر

                                                           
 
6

 دون إثبات.  [7]معروضة في المرجع 
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سيكون مولدا    أي إن المثالي        حيث  {        }
 بعنصر واحد.

من أجل   مثاليات في      و                 الإثبات: إن 
           ( فإنو1-4و حسب التمييدية السابقة )  {        }  كل 

                          و ذلك لأنو             {          }     
   {          }       {          }             , 

 و بالتالي     ومن جية ثانية

    {          }               

 وبذلك يتم المطموب.          {          }    ومنو 

منطقة مثاليات   , فإن    حمقة تقييم متقطع   إذا كانت مبرهنة:  .4-3
 رئيسية.

.  و لنبرىن أنو مولد بعنصر واحد في   في الحمقة  ا  مثالي  الإثبات: ليكن 
تكاممية وحمقة تقييم و  منطقة  ( تكون  1-2حسب تعريف حمقة تقييم متقطع )

ة النوثرية منتيي التوليد , فأنو ليست حقلا . و بما أن كل مثالي في الحمقنوثرية و 
وحسب                 حيث                 يوجد 

{          }    ( , 2-4التمييدية السابقة ) , أي           
 منطقة مثاليات رئيسية.  ومنو تكون   مثالي رئيسي في الحمقة   إن المثالي 
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( تبيّن أن كل حمقة تقييم متقطع ىي منطقة مثاليات 3-4إن المبرىنة السابقة )
حمقة  ℤ  رئيسية و لكن العكس ليس صحيحا  بالضرورة و مثال عمى ذلك 

الأعداد الصحيحة منطقة مثاليات رئيسية و لكنيا ليست حمقة تقييم و ذلك لأن   
  

 

 
 و     , و لكن             

 
 

 

 
  , أي إن    

ليست حمقة تقييم متقطع.يكون العكس صحيحا  بإضافة بعض الشروط التي 
 .لكن قبل ذلك نعرض تمييديةو  (.5-4سنعرضيا في المبرىنة التالية )

حمقة تقييم متقطع إذا و فقط إذا   منطقة تكاممية. إن  تمييدية: لتكن  .4-4
يوجد تطبيق  حمقة تقييم من أجل تطبيق تقيم متقطع )أي إنو  كانت 

 حمقة تقييم(.    من أجمو يكون   تقييم متقطع 

حمقة محمية ومنطقة   حمقة تقييم متقطع و  منو   الإثبات: نفرض بداية  أن 
( عمى الترتيب, وبما 3-4( و المبرىنة )3-3مثاليات رئيسية, حسب المبرىنة )

أن كل مثالي أعظمي في الحمقة التبديمية الواحدية ىو مثالي أولي, وحسب 
      من أجمو ℤ     ( يوجد تطبيق تقييم متقطع 2-3المبرىنة )

     }  حمقة تقييم, حيث 
 

 
  لمثالي الأعظمي في ا {  

حمقة         حمقة محمية أي إن       لكن , و          و
 تقييم.

نوثرية, و ذلك لأنو يوجد تطبيق تقييم   أن نبرىن عمى أن  ولإثبات العكس يكفي
,  في  ا  مثالي  حمقة تقييم. ليكن      من أجمو  ℤ     متقطع 

, وفي  المثالي الصفري فإنو منتيي التوليد في  { }  نميز حالتين إذا كان 



 شوقي الراشد   ي أولي           دراسة العلاقة بين حمقات التقييم المتقطع والتموضع عند مثال

226 
 

حيث       تطبيق تقييم متقطع فإنو يوجد   وكون  { }  حالة 
الترتيب المألوفة أصغري بالنسبة إلى علاقة  ℤ     ) ا  أصغري     يكون 

 , عندئذٍ      . ليكن      منوعمى الأعداد( و 

           (
 

 
)    

 

 
      

 

 
       

      

منتيي التوليد, وبذلك       و منو           وبالتالي 
حمقة تقييم   نوثرية, وبالتالي   منتيي التوليد و منو   يكون كل مثالي في 

 .   متقطع

منطقة مثاليات   حمقة محمية. إذا كانت        لتكن مبرهنة:  .4-5
 .   حمقة تقييم متقطع  , فإن    رئيسية 

كل مثالي أعظمي ىو مثالي أولي في الحمقة التبديمية الواحدية, الإثبات: إن 
( يوجد تطبيق تقييم 2-3حسب المبرىنة )و   مثالي أولي في   ومنو 
.كما أن      , من أجمو          , حيث ℤ      متقطع

و بالتالي يوجد تطبيق تقييم متقطع حمقة محمية,        و ذلك لأن    
حمقة تقييم   ( تكون 4-4, وحسب التمييدية السابقة )    من أجمو   

 .    متقطع
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