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 بناء المصفوفات الجامدة في فضاء الإسقاط 
 باستخدام نظرية الحذف

 
 *بشرى جادالله **د. شوقي الراشد

 
  

 ممخصال
أَّنيا أصغر عدد من مدخلات ف درجة صلابة المصفوفة عر  ن     أجل المصفوفة من 

 عمى الأكثر.  رتبتيا  لتصبحالمصفوفة نحتاج لتغيرىا 
في ىذه الورقة ناقشنا التعميم لبناء مجموعة مصفوفات بدرجة صلابة محدَّدة وبعض 

 حول ذلك في الفضاء الآفيني.الأفكار التي تمت دراستيا 
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 م قد مة: -1
 العمل بدوال الصلابة لممصفوفات وجد ليا العديد من التطبيقات في Valiantمنذ أن بدأ 

- circuit complexity. 

- communication complexity. 

- learning complexity. 
فوق حقل غير منتوِ تممك صلابة        تقريباً كل المصفوفات من البعد 

        . 
ومن جية أخرى فإنَّ نظرية الحذف تبحث في حذف مجموعة جزئية من المتغيرات 
يجاد المجموعة المخفَّضة من معادلات  من مجموعة معادلات كثيرات حدود معطاة وا 

 المحذوفة(. كثيرات الحدود )لاتتضمَّن المتغيرات
أىم نتائج نظرية الحذف, وخصوصاً مبرىنة الإغلاق تصف علاقة دقيقة بين المثالي 

 المخفَّض والمثالي المعطى والتفسير اليندسي المقابل لو.
 .Abhinav Kumar ,Satyanarayana V. Lokam ,Vijay Mاستخدم كل من 

Patankar وJayalal Sarma غلاق ومثالي الحذف لمتحقق من بنية مبرىنة الإ
  4102 مجموعة مصفوفات ذات صلابة محدّدة وغلاقة زارسكي ليا. 

قمنا بتمديد بعض الأفكار التي تمت دراستيا في ىذا البحث إلى فضاء الإسقاط 
ة ىيكل مجموعة واستخدام مثالي الحذف الإسقاطي ومبرىنة التمديد الإسقاطي لمناقش

لتحديد عدد  Valiantعتماد عمى مبرىنة حددة والامة مصفوفات ذات صلاب
ة  .عناصرىا في حالة خاصَّ

أيضاً ولأجل مصفوفة عناصرىا متغيرات ولأجل مواضع محددة فييا درسنا التخفيض 
 لممثاليات المحد دة الإسقاطية.
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 :تعاريف -2

 صطلاحات:او  رموز( 2-1)

  من المتغيرات   ىي         الغلاقة الجبرية لو, ولتكن   و  حقلاً    ليكن
 عندئذٍ:  المستقمة جبرياً فوق 

 ̅ من  أجل مجموعة جزئية معطاة من 
ىي   سنرمز ليا   غلاقة زارسكي لـ   

 ̅ أصغر متنوعة لـ 
 , بعبارة اخرى:   تحوي   
          

 .رتبة مصفوفة ىي عدد الأسطر غير الصفرية في المصفوفة المدرجة المكافئة 

  الآتيةسنستخدم الرموز: 
        عمى الحقل   مجموعة المصفوفات المربعة من البعد . 

           عمى الحقل     مجموعة المصفوفات من البعد . 

          ضع غير الصفرية في ىذه المصفوفة ىي الموا  دعامة مصفوفة
 . أجل عناصر من الحقل من 

       عدد صحيح معطى ىي مجموعة المصفوفات التي قدرة   أجل من
 . دعامتيا أصغر أو تساوي 

  النمط𝜋 .ىو مجموعة جزئية من المواضع لمصفوفة مربعة 

   𝜋   التي دعامتيا جزء من   مجموعة المصفوفات𝜋  أي        𝜋 

  ومنو نحصل عمى المساواة     ⋃   𝜋  | |   

 [3]تعريف:( 2-2)

أَّنيا أصغر عدد من مدخلات ف درجة صلابة المصفوفة عرَّ ت    أجل المصفوفة من 
 أي: ,عمى الأكثر  رتبتيا  لتصبحالمصفوفة نحتاج لتغيرىا 

         {| |            }   

 . ترمز إلى عدد المدخلات غير الصفرية لممصفوفة  | |حيث  
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حقل تمديد   حيث        من   المصفوفة  ختيارايسمح في بعض الأحيان   
   لمحقل 

 .       في ىذه الحالة نرمز لدالة الصلابة بالشكل 
  المربعة ذات الصلابة   لمجموعة المصفوفات            سنرمز بـ . 

  عمى الأقل.  ذات الصلابة   مجموعة المصفوفات             وبالمثل 

  عمى الأكثر.  مجموعة المصفوفات ذات الصلابة             وبالمثل 

  أجل النمط من و𝜋  سنرمز   من الحجم        𝜋   لمجموعة المصفوفات
         لدينا الرتبة    𝜋     أجل بعض العناصر  منبحيث   
 ومنو نحصل عمى المساواة:     

            ⋃           

  | |  

 

 استخدام نظرية الحذف:-3
لأجل النمط          عناصرىا المتغيرات   مصفوفة مربعة من البعد   لتكن 

𝜋   عناصرىا المتغيرات   مصفوفة مربعة من البعد    ولتكن   من المواضع
 . 𝜋في المواضع المعطاة وفق         

يعادل القول بأنَّ كل  عمى الأكثر  rتممك رتبة      القول بأنَّ المصفوفة 
 تنعدم.  0    0   مصغرات المصفوفة ليا من البعد 

 [1][2]:تعريف( 3-1)
  أجل أعداد صحيحة من عندئذٍ  اً مثالي                     إذا كان 

 كبيرة كفاية لدينا 
 ̂        

      
                

 حيث:  ىو مثالي الحذف الإسقاطي لممثالي 
        

      
      

1  لأجل جميع          . 
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 [1]:) التمديد الإسقاطيةمبرىنة (مبرىنة ( 3-2)

فة بكثيرات                    جبرياً و اً مغمق حقلاً   نفرض  معرَّ
 .                 في           الحدود المتجانسة بالنسبة لـِ 

̂ وليكن             ليكن   مثالي الحذف الإسقاطي لـِ             
            𝜋إذا كان          
 مسقط الأخيرة عندىا:  الإسقاط عمى ال 

𝜋        ̂  

 الحالة الإسقاطية:( 3-3)
لد  المثالي  د  سنع  :     بمصغَّرات المصفوفة  اً موَّ

      𝜋                                               

 سنأخذ تطبيق الإسقاط:
𝜋       4

   4
                                                     

        𝜋         𝜋                                      
 حسب مبرىنة التمديد الإسقاطية:

𝜋 ( (      𝜋 ))   ( ̂     𝜋 )                                
 :تيةنحصل عمى النتيجة الآ ومن ثمَّ 

𝛺     𝜋     ̂     𝜋                                             
⋃         𝛺 عمى: أيضاً ونحصل  𝛺     𝜋   | |     

         :مبرىنة ( 3-4)
  :[4]الآفينيةالحالة ( 3-4-1)

 ثبات أنَّو لأجل:إفي الحالة الآفينية تم 
  0  1           1           

 ولأجل:
             ⋃       𝜋   | |                    

 غلاقة زارسكي                         حيث:                 
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                      𝜋          𝜋    غلاقة زارسكي  
            :           ويتحقَّق أنَّ

 . وىذا يفيد بتحديد بعد المتنوعة 

 الحالة الإسقاطية:( 3-4-2)
 عندىا   ىو التجانس لـ    في فضاء الإسقاط نفرض أنَّ 

𝛺     𝜋   (  ̂     𝜋 *   (       𝜋 ) 2           𝜋  
   (        )  𝛺         

                   

  . في فضاء الإسقاط          عدد عناصر المجموعة  استطعنا تحديد من ثمَّ  و
 : ةالمحد دالتخفيض لممثاليات  -4

 .         مدخلاتيا ىي المتغيرات      مصفوفة مربعة من البعد     لتكن

 )                        )المقصود 

( لتكن  )أي حجم النمط عدد عناصره   من المواضع  𝜋أجل النمط من -
في المواضع         عناصرىا المتغيرات      مصفوفة مربعة من البعد   

 .𝜋المعطاة وفق 
ويسمح في بعض الأحيان أن تكون  𝜋مختارة وفق    ,         لدينا 

 . حقل التمديد لـِ   حيث          
{           }   :لتكن لدينا       ̅        

  𝜋ىي مجموعة متغيرات يتم فيرستيا من قبل     حيث إنَّ         
 ىي مجموعة المتغيرات المتبقية. ̅  و                

   ليكن:

           𝜋                                                                    
من      المولَّد بمصغرات المصفوفة      ̅              المثالي في 

 وليكن:  0     0   البعد 
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            ̅                 
          ̅  

                                

                 ̅      ̅  

  فإنَّ مصفوفة      بحذف المتغيرات   ىو مثالي الحذف لممثالي    وطالما أنَّ 
ع في   تتوضَّ

        𝜋          𝜋  ̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ إذا وفقط إذا توضعت مدخلاتيا في المتنوعة  ̅̅
فة بمثالي الحذف   .   المعرَّ

   0     0   من البعد  ىو مثالي مولَّد بمصغرات المصفوفة       أيضا 

ىو مثالي الحذف لو لأجل حمقة كثيرات الحدود فوق الأعداد العادية        و    
 .̅  المعرّفة بالمتغيرات 

 قضية:( 4-1)
  [4]الحالة الآفينية:( 4-1-1)

          ( و     في      )المثالي المولَّد بـ             
ة :  بحالة خاصَّ

       𝜋            
 الإثبات:
  0     0   من البعد      حظ أنَّو في مصغرات المصفوفة بدايةً  نم

بالشكل      دائماً يظير في المجموع التوفيقي مع 𝜋       لأجل      ر ي  المتغ
    سيؤدي تمقائياً إلى حذف المتغيرات    , لذلك فإنَّ حذف المتغيرات          

عطاء المساواة لمولدات المثاليات              أيضاً     و   وا 
̅       لـِ  اً تقابمي تشاكلاً   φ د  نع  معرَّف بالشكل:      

φ    𝜋  �̅�  𝜋     𝜋  �̅�  𝜋  
       𝜋                                  
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 جب أن يساوي المثالي :ي                ̅                المثالي:
𝜑 𝜑 0    𝜑 0    0  4     4   

 ىو تماثل. φطالما أنَّ 
       و   ̅  مولَّد بمصغرات المصفوفات التي تحوي فقط المتغيرات        𝜑ولكنَّ 

                                  𝜑في حين أنَّ 
 :ليذا السبب فإنَّ 

𝜑      𝜑                   مولَّد فقط بكثيرات الحدود التي تحوي
:  ̅  المتغيرات   ولذا فإنَّ
           𝜑       𝜑      𝜑                          

 نجد:  وبأخذ الصورة وفق 
            

لأجل      تنتج باعتبارات متماثمة بملاحظة أنَّ المتغيرات          المعادلة 
في مصغرات المصفوفة           تظير دائما في المجموع التوفيقي         
 كذلك.     حذف ىذه المتغيرات يؤدي إلى حذف  فإنَّ  من ثمَّ  , و التي تول د 

 التماثل المعرَّف بالشكل : د  نع
ψ    𝜋  �̅�  𝜋     𝜋  �̅�  𝜋  

       𝜋                                             
       𝜋                                                   

        𝜋                                                  
 ثم مرة أخرى لدينا:

          ̅        ̅                   ̅             
                   ̅        
                    ̅  

لي      لدينا مثالي الحذف      ومنو          فيو جذري أيضاً  ىو مثالي أوَّ
لي فيو جذري.  مثالي أوَّ
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 الحالة الإسقاطية:( 4-1-2)

)  لتكن لدينا المصفوفة: 

      
  

  

  

  

  

  

4من المرتبة   فإنَّ مصغَّرات  +  4 

 ىي:

   |
    

    
|    ,    |

    

    
|    ,   |

    

    
|     

    |
    

    
|    ,    |

    

    
|         |

    

    
|     

   |
    

    
|    ,    |

    

    
|         |

    

    
|     

ىو   عندىا فإنَّ التجانس لِـ          فإنَّ           ىي   إذا كانت رتبة 
 المصفوفة:

   (

   1 1 1
1
1
1

   
, 

   (

   1 1 1
1
1
1

(

      
  

  

  

  

  

  

+
, 

|  |  |
   1
1  

|      | | 
| |حيث   1. 

 2من المرتبة    صغَّراتىو صفر وتكون م  فإنَّ محدد  2ىي   إذا كانت رتبة 
 ىي غير صفرية.

 المعرّفة بالشكل:   ىو المصفوفة   التجانس لـِ 

   (

   1 1 1
1
1
1

   
, 

|  |  |
   1
1  

|      | |=0 
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 ىي:    من المرتبة    مصغَّرات 

   |

      
  

  

  

  

  

  

|  1    |
1     

1
1

  

  

  

  

|  1   

 |
1     

1
1

  

  

  

  

|  1 

   |
1     

1
1

  

  

  

  

|  1    |
1 1 1

  

  

  

  

  

  

|  1 
 

   |
   1 1
1
1

  

  

  

  

|      |
    

    
|         

   |
   1 1
1
1

  

  

  

  

|      |
    

    
|         

   |
   1 1
1
1

  

  

  

  

|      |
    

    
|         

 

   |
1 1 1

  

  

  

  

  

  

|  1,     |
   1 1
1
1

  

  

  

  

|      |
    

    
|  

       

    |
   1 1
1
1

  

  

  

  

|         ,     |
   1 1
1
1

  

  

  

  

|         

    |
1 1 1

  

  

  

  

  

  

|  1,     |
   1 1
1
1

  

  

  

  

|         

    |
   1 1
1
1

  

  

  

  

|        ,     |
   1 1
1
1

  

  

  

  

|         

ذات   في ىذه الحالة ىو التجانس لمصغرات المصفوفة   أي إنَّ التجانس لِـ 
4المرتبة   4. 

 عندىا:    مصفوفة من المرتبة   إذا كانت   وتعميم ذلك لأجل 



 جادالله , شوقي الراشد.....                      بشرى بناء المصفوفات الجامدة في فضاء الإسقاط

216 

 

  (

          

   

 
   

 

 
 

   

 
          

) 

:          ىي   أيضاً إذا كانت   فإنَّ
   (

   1
1  

)  |  |      | |        1 
  0     0   فإنَّ جميع المصغَّرات من المرتبة   ىي   إذا كانت رتبة 

 تنعدم.
 .   من المرتبة   ىو التجانس لمصغرات   التجانس لـِ  ومن ثمَّ 

  [1] : فعريت( 4-2)

في   ىو متجانس من الدرجة                      كثير الحدود 
 إذا تحقق :        

                                            ∑   
| |              

              حيث إنَّ 

 [1][2]:)المثالي المتجانستعريف )( 4-3)
 يمكن تحميمو إلى مركباتو المتجانسة بالشكل:             كل كثير حدود 

                              
 .       في   متجانس من الدرجة    كل 

 متجانس إذا تحقق:              المثالي 
كثير حدود في المثالي المتجانس عندىا فإنَّ كل من مكوناتو المتجانسة ىي في   

 ىذا المثالي.

ةأ  غمب المثاليات لاتممك ىذه الخاصَّ

                  مثال: ليكن 
نات المتجانسة لـِ                    ىي:        المكو 

      لـِ  اً وكلاىما ليس مضاعف  كلاىما كثيرات حدود غير موجودة في 
 متجانس. غيرىو مثالي   من ىنا نجد أنَّ 
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  [2]تعريف:( 4-4)

 بالشكل:   بالنسبة لـِ   التجانس لكثير حدود ي عرَّف 
             

      
  

  
  

⁄    
    

  
⁄  

    
  

⁄    
  

  
⁄   

 [2][1]تعريف: ( 4-5)

ىو المثالي المولَّد بالتجانسات                          التجانس لمثالي 
 .   لكل 

فإنَّو دائماً              لِـ         لأجل مجموعة معيَّنة مول دة منتيية 
    صحيح أنَّ 

0
     

 
 .  ىو مثالي متجانس محتوى في    

 [1]:  قضية( 4-6)

التجانس لو    , ليكن                     لأجل المثالي المعطى 
يساوي    عندىا فإنَّ مثالي الحذف الإسقاطي لِـ           بالنسبة لممتغيرات 

̂  أي   من المرتبة   مثالي الحذف لممثالي                . 
 [2]قضية: ( 4-7)

 لدينا          لممثالي المولدة     {  }  أجل المجموعة المعطاة من 
          . 
 [5]مبرىنة: ( 4-8)

)  المصفوفة  د  نع

          

   

 
   

 

 
 

   

 
          

) 

منطقة تكاممية عندىا   , إذا كانت  التي مدخلاتيا ىي المتغيرات المستقمة فوق 
لي.      فإنَّ   ىو مثالي أوَّ

                       ترمز إلى حمقة كثيرات الحدود     حمقة تبديمية, ىي   نَّ إحيث 

مولَّد      في       , المثالي      0        0             
 . بالمصغرات الأعظمية لـِ 
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 الحالة الأولى: ( 4-1-2-1)

 المعرَّف سابقاً:  ىو التجانس لممثالي    المثالي  د  سنع

             𝜋                   ( 
    

 )   

                      
: بالا ̂  عتماد عمى المبرىنة فإنَّ     

   ̂    ̂     𝜋                        
           ̅      ̅                   

في الحمقة     ىو المثالي المول د لممثالي    وفي ىذه الحالة يتحقق المطموب ويكون  
أنَّ  تمَّ إثباتو في الحالة الآفينية عتماد عمى ماوذلك بالا                     

                   في    المثالي المولَّد بـ     

                         حيث 

 الحالة الثانية:( 4-1-2-2)

 ℂسندرس الحالة الثانية فوق الحقل  
 المثالي: د  نع

   ̂   ̂     𝜋            0    0     𝜋  

 ℂ  1       0     4  
)التي ىي كثيرات حدود      ىو مثالي متجانس مولَّد بمصغرات المصفوفة 

 متجانسة(
كثيرات حدود متجانسة   )في الحالة العام ة إذا كانت مصغَّرات المصفوفة 

 اً أيضاً متجانسة عندىا المجموع لن يكون متجانس   ومصغرات المصفوفة 
 بالضرورة(

  ̂   ̂  ℂ      ̅  ℂ              
  ̂    ̂  ℂ   ̅  
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  فإنَّ مصفوفة  ,  بحذف المتغيرات   ̂ ىو مثالي الحذف لممثالي ̂  وطالما أنَّ 
ع في المجموعة  إذا وفقط إذا توضعت مدخلاتيا في المتنوعة     Ω     𝜋تتوضَّ
فة بمثالي الحذف   . ̂  المعرَّ
 سنعر ف تطبيق الإسقاط:

 𝜋   
  ℂ

  

 ℂ
  

 

                              

 تطبيق الإسقاط: وكذلك
𝜋   

  ℂ
  

 ℂ
  

   
 0   0                      

 وىو تطبيق متباين وغامر.
 لدينا:

𝜋 
  ( (  ̂))  { 0   0                       1   

 .̅  تحوي متغيرات    أي  4    وذلك 
 𝜋 من ثمَّ و 

ℂ   ىي متنوعة في  ((̂  ))  
  

فة بواسطة      حيث  ̂  معرَّ
      ̂  ℂ   ̅   ℂ      

 لدينا المبرىنة : 

 عندىا:          التي تول د المثالي     {  }  لأجل المجموعة 
            

 ومنو: 
              𝜋 

  ( (  ̂))   (  ̂ℂ                  ) 

 مبرىنة التمديد الإسقاطية:أيضاً حسب 

              𝜋 ( (  ̂))   (  ̂)   

 :    عمى   𝜋بتطبيق 
𝜋   𝜋 

  ( (  ̂) )  𝜋   (  ̂ℂ                   ) 
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 :اً وغامر  اً متباين  𝜋وكون 
   ( 4̂)  𝜋4  ( 4̂ℂ  1       0     4  ) 

 نجد:     بالمقارنة مع 

𝜋 ( (  ̂))  𝜋   (  ̂ℂ                   ) 
 : اً متباين  𝜋وكون 

    ̂   (  ̂ℂ                  ) 
لي ىو  ̂ ( لدينا 4.4وباستخدام مبرىنة ) لي, أيضاً كل مثالي حذف لمثالي اوَّ مثالي أوَّ

لي ومنو يكون  لية. ̂   و ̂  أيضاً أوَّ  ىي مثاليات أوَّ
    ̂    ̂ℂ                    

لية والمتنوعات الجبرية  غير القابمة وذلك بسبب وجود تقابل بين المثاليات الأوَّ
 .في فضاء الإسقاط للاختزال

غير قابمة متنوعات   ̂    و  (                  ℂ̂  ) )حيث كل من 
 (للاختزال
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