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ABSTRACT  
Our aim of this paper is to prove that every cyclic group is isomorphic to 

Galois group over  . This will be done in two steps: 
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  : المقدمة1.
  :يأتي تتمحور دراستنا حول مسألة غالوا العكسية التي تنص على ما

   فهل هناك إمكانية لإيجاد تمديد غالوا         وحقل معطى    لأجل زمرة منتهية    
أن فكرة مسألة غالوا العكسية ترجِع إلى العالم الفرنـسي          مع   ؟بحيث  

Evariste Galois  أول من درس هذه المسألة بشكلٍ ملموس هو العالم الألمـاني إلا أن 
David Hilbertأثبـت  1892ففـي عـام   ، سبعين سنة من ذلك التاريخ حونذلك بعد  و 

Hilbert مبرهنة عدم قابلية الاختزال وأوجد حل المسألة لأجل الزمر  .   
 المسألة لأجل الزمر التي مراتبها قـوة    Reichardt و Scholz من   حلَّ كلٌّّ  1937عام

  .لعدد أولي فردي 
و فـي   . بحل المسألة لأجل الزمر القابلة للحـل  Shafarevich قام  1954عام

 Malle و Matzatمـن  إذْ قـام كـلٌّ   السنوات الأخيرة حدث تقدم كبير في هذه المسألة 
  . بإثبات صحتها لأجل أغلب الزمر البسيطة  Friedو

 هـذه   ن إلـى أ   نا  وهون. مر الدوارة  المسألة لأجل الز   هدفنا إلى دراسة  في هذه الورقة    
بالإفادة مـن مبرهنـة عـدم قابليـة      أسلوباً مختلفاً للحل  نابعتّاولكننا  سابقاً،  حلّتْ  المسألة  

  .ختزال لهلبرت الا
  :سية المفاهيم الأسا2.

   :  1.2تعريف
 حدودية غير ثابتة في حلقة الحـدوديات بمتحـول     حقل و  ليكن  

   عندئذٍ  . وبأمثال من واحد 
ــة - ــن الحدوديـ ــول عـ ــا نّإ  نقـ ــةهـ ــر خزولـ ــة غيـ  حدوديـ

علـى شـكل جـداء       إذا لم نـستطع كتابتهـا        
  . درجتهما أصغر تماماً من درجة لحدوديتين 

إذا كان معاملها     حدودية واحدية  إنها   نقول عن   و -
  .القائد مساوياً الواحد 
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 فـوق    قابلة للفصل  إنها    نقول عن الحدودية     -
يعرف ) 1 (في حقل التفريق  ( من عواملها غير الخزولة جذراً مضاعفاً        أي إذا لم يملك     

  .)لاحقاً
  :  2.2تمهيدية

 .كل حدودية غير خزولة فوق حقل مميزه صفر هي حدودية قابلة للفصل

    ] 6: [3.2 معيار ايزنشتاين 
و ،  حقـل القـسمة لهـا      و ليكن   ،  حلقة تحليل    لتكن  

لنفرض أن:  
   حدودية درجتها 

   بحيث يحقق أولي في عندئذٍ إذا وجِد 
•   
•  
•  

   . تكون غير خزولة في فإن الحدودية  
   4.2 : تعريف 
 بمقصور العمليات المعرفة علـى       من   اً جزئي  حقلاً  وكان    حقلاً إذا كان   
تمديد حقـل أو     هو   ن  إ : وفي هذه الحالة نقول    ، من   اً جزئي  يسمى حقلاً   عندئذٍ   

 تمديد حقل عنـدها يمكننـا       وإذا كان    . ونرمز لذلك بـِ      ممدد للحقل 
  :يأتيونعرف درجة التمديد كما .  فضاء شعاعي على أنه  إلىبسهولة النظر 

   5.2 : تعريف 
ها بعد الفـضاء    أنَّب ندئذٍ نعرف درجة التمديد     ع  للحقل   اً ممدد  حقلاً ليكن  

 نقـول  ونرمز للدرجة بالرمز .  كفضاء شعاعي فوق الحقل   
  . منتهيةالتمديد  تمديد منتهٍ إذا كانت درجة إنَّه عن التمديد 

  



  2015ـ العدد الثاني ـ ) 31(مجلة جامعة دمشق للعلوم الأساسية ـ المجلد 

 263

   ]2[ : 6.2تعريف 
 إذا ه حقل تفريق للحدودية نّإ:   الممدد للحقل   نقول عن الحقل    

   . وهو أصغر حقل تتحلل فيه ، يمكن تحليلها في كانت 
   ]2: [7.2تعريف 

 إذا كـان    ه تمديد ناظمي    إنّ:  عن التمديد    نقول
   .حقل تفريق لأسرة من الحدوديات في 

  ]1: [8.2تعريف 
ه قابل للفصل فوق    نَّإ عندئذٍ نقول عن العنصر     . تمديد حقل و     ليكن  

 ـإ :نقول عن التمديد .  لحدودية قابلة للفصلاً صفر إذا كان    ه تمديـد قابـل   نّ
   . للفصل فوق  قابلاً إذا كان كل عنصر من للفصل 

   ]2: [9.2 تعريف
نرمز لمجموعة كل    .رفيزم لـِ    إلى نفسه يدعى أوتومو     من   الايزومورفيزم  ) 1(

عمليـة  إلـى    وهي تشكل زمرة بالنـسبة         بـِ    الأوتومورفيزمات لـِ   
   . لأجل  عندئذٍ نكتب إذا كان . تركيب التطبيقات 

 إذا كـان     مثبت للعنـصر      إنه عن الأوتومورفيزم    نقول) 2(
.   

 إذا كان يثبت     لـِ   اً يدعى مثبت   عندئذٍ الأوتومورفيزم     من   اً جزئي  حقلاً ليكن  ) 3(
   .كل عنصر من 

  ]2[ 10.2 :تعريف 
   هي مجموعـة كـل الأوتومورفيزمـات       ئذٍ   عند اً تمديد ليكن  

   التي تثبت لـِ 

  
   .هي تشكل زمرة جزئية من الزمرة و
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  ]2[ 11.2 :تعريف 
 ـإ : عندئذٍ نقول عـن     ، ياً منته اً تمديد ليكن    ـ  ه غـالوا فـوق      نّ ان        إذا ك

 تمديـد غـالوا                                                                           في هذه الحالة نـدعو التمديـد         
  تمديد غالوا عندئذٍ ندعو زمـرة الأوتومورفيزمـات          و إذا كان    

  . و يرمز لها بـِ زمرة غالوا لـِ 
  ]2[ 12.2 :خاصة 
 عندئـذٍ    زمرة جزئية من زمرة الأوتومورفيزمات لــِ         لتكن  

   المثبتة بواسطة كل عنصر من  المكونة من كل عناصر المجموعة 

   
   . من اً جزئيتشكل حقلاً

  ]5[ 13.2 :مبرهنة 
  : متكافئةالآتيةعندئذٍ القضايا ،  مااً تمديدليكن 
   . حقل تفريق لحدودية قابلة للفصل  
  .  جزئية من زمرة الأوتومورفيزمات لـِ لأجل زمرة ما منتهية  
   . ناظمي و قابل للفصل و من درجة منتهية فوق  
   . غالوا فوق  

  ]2[  :14.2تعريف 
 هو أصغر حقـل      عندئذٍ فإن الحقل      وليكن   ليكن لدينا التمديد    

  . والعنصر  يحوي كلاً من جزئي من 
  ]1[ : 15.2تعريف 

  إذا كانت كل حدودية غير ثابتة في          اً تام  حقلاً يسمى الحقل   
  .) حقل تاممثال الحقل  (هي حدودية قابلة للفصل فوق 

  ]1[ 16.2 :تمهيدية 
 إذْ عندئـذٍ يوجـد     ،  حقـل تـام    ن  إ بحيـث    اً منتهيـاً   تمديد ليكن  

.   
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  ]1[ 17.2 :مبرهنة 
  .كل حقل مميزه صفر هو حقل تام

 18.2 : ]2[ 
 عندئذٍ جذور هذه الحدودية هي الجـذور         إذْ لتكن  

مجموعة الجذور النونية للواحد تشكل  كما أن   .النونية للواحد   

 .نرمز لها بــِ     ) تماثل للزمرة   (عملية الضرب   إلى  زمرة دوارة بالنسبة    

 للواحد  اً أولي اً نوني اًلواحد يسمى جذر  مولد الزمرة الدوارة المؤلفة من كل الجذور النونية ل        
 الحقـل    . ويرمز له بالرمز     

  وندعو   فهو تمديد غالوا على     من ثم    و  فوق   هو حقل تفريق للحدودية     
   . اً سيكلوتوميكحقلاً

   19.2 :تعريف 
ها هـي الجـذور      بأنها حدودية جـذور    نعرف الحدودية السيكلوتوميك من المرتبة      

  نرمز لها بالرمز و، الأولية للواحد

  
 مـن    هي حدودية واحدية غير خزولة في         الحدودية السيكلوتوميك   

 وبذلك نجد أن درجة تمديد الحقل السيكلوتوميك للجذور النونية الأوليـة            الدرجة  
   : أي هي للواحد فوق 

  
   20.2 :مبرهنة 

 للجذور النونية للواحد تماثل الزمـرة الـضربية         زمرة غالوا للتمديد      

  ماثل بالتطبيق  ويعطى هذا الت



  استخدام خواص حقول هلبرت في حل مسألة غالوا العكسية للزمر الدوارة ـ الرفاعي وغازي

 266

  
  

   . أوتومورفيزم معرف بالشكل  إذْ
    21.2 :صيغة  سلاسل لورانس 

وحيـث  ،  من عناصر     مجموعة المتتاليات     وبفرض    حقلاً بفرض  
  يحقـق    ه يوجـد    نَّأي إ ،  منها فار ما عدا عدد منتهٍ    كل عناصرها أص  

  نعرف الجمع بالشكل  . لأجل كل 

  
  :الضرب بالشكلو

  
كلّها  تشكل حلقة تبديلية عنصرها الصفري هو المتتاليات الصفرية         عندئذٍ المجموعة   

   . عناصرها أصفار ما عدا  كلإذْ وعنصرها الواحدي هو المتتالية 
 يوجـد    فـي    لأجل متتالية غير صـفرية      .  تشكل حقلاً  لنتحقق أن الحلقة    

ــل  إذْ  ــرف .  و  لأج ــل نُع  لأج
   : المعادلاتلأن .   و

  
المتتاليـة   .  إذْ   لأجل   اً تدريجي يمكن أن تحل  

  . حقل و بهذا نكون قد أثبتنا أن  هي عكس الناتجة 
 إلى المتتالية   يق الذي يرسل     وفقاً للتطب   يثبت كحقل جزئي من      وضوحاً  

 إذْ  المتتاليـة    لتكن  ، فضلاً عن ذلك  .  خلاف ذلك   و  إذْ 
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 دة بــِ     المول  من   عندئذٍ الحلقة الجزئية    .  خلاف ذلك   و 
   :  هي حلقة حدوديات بمتغير واحد فوق و

  
  :بشكل عام نكتب  .  أو  عندما  إذْ

  
   . إذا كانت  إذْ

  وبهـذا    ، تقابل صيغة الجمع و الضرب لسلاسل لورانس       إن عمليات الحقل في     
  :  عناصره من الشكللصيغة سلاسل لورانس فوق يدعى حقلاً 

  
   .ونرمز لهذا الحقل بالرمز 

  :من الشكلكلّها  المؤلفة من العناصر المجموعة الجزئية من 

  
   . و نرمز لها بالرمز حلقة صيغة سلاسل القوى فوق تشكل حلقة وتدعى 

   22.2:تعريف 
 Gعندئذٍ نعرف تأثير الزمرة     .  مجموعة Sتكن  ل و e زمرة عنصرها الحيادي     Gلتكن  

  : بأنه التطبيقSموعة جفي الم
 

  
   يحقق الخاصتين إذْ
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 تمديد زمـرة    ليكن  : انسسلاسل لور  حقل   فيلنوضح كيف تؤثر زمرة غالوا      

  الحقـل    فيعندئذٍ نعرف تأثير زمرة غالوا      .  لزمرة غالوا الموافقة له    غالوا ولنرمز   
  :بالشكل

  
  

  و لـتكن   و لنأخـذ الحقـل   لنأخذ  
  :يأتي معاملات سلاسل لورانس كما في بالتأثير  في تؤثر عندئذٍ 

  

  
 و هذا ما يبرهن أن المـستقر   تبقى في  زمرة غالوا فإن  أن   ونظراً إلى 

نعلم أن الشكل العام لعناصر الحقـل         .سنوضح التأثير لأجل     . هو  
  هو  ) ونرمز له باختصار  (

  
  عندئذٍ 
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    و   و بحيث 
 إحـدى  إلـى     و تأخذ كـل       فهي تثبت عناصر     من ثم  و كون  

  ومنه .  مرافقاتها التي هي

  
   . الحقل في بشكلٍ مشابه نعرف تأثير زمرة غالوا و
  : دراسة الزمرة الدوارة كزمرة غالوا.3

سنورد في هذا المقطع تمهيديتين أساسيتين وبعض المفاهيم في حقول هلبرت تفيدنا في             
  .برهان المبرهنة الأساسية في هذا البحث

  :1.3تعريف 
 عندئـذٍ    فوق الحقـل      و   لين   حدودية بالمتحو  لتكن  

 وذلك بعد تعويض كـل     ، بالحدودية المخصصة لـِ     ندعو الحدودية   
   . بالعنصر  في الحدودية 

    2.3 :تمهيدية 
ولـتكن الحدوديـة المخصـصة            .  حدوديـة واحديـة    لتكن  

  : بالشكل  تتحلل إلى جداء حدوديتين في 

  
ــدوديت إذْ ــي ا ح ــا  ن ف ــا بينه ــة فيم ــة أولي أي ( واحدي

  :ديتين بالشكل إلى جداء حدوعندئذٍ يمكن تحليل الحدودية ،  )

  
  مع معـاملات مـن       ن في   ان واحديتا  حدوديت  أن   إذْ

  وتحقق  
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   :3.3 تمهيدية

 عندئذٍ إذا    بالمتحول    حدودية من الدرجة     لتكن  
إلـى   بالنسبة   نفسها  لحدودية   لها درجة ا   كانت الحدودية المخصصة    

 عندئـذٍ توجـد سلـسلة وحيـدة          اً بـسيط  اً تملك صفر   وكانت   لمتحول  ا
  :يأتي بحيث تحقق ما 

1(  

2(  

  :البرهان
توجــد حدوديــة مــن ثــم  و لهــا صــفر بــسيط لــدينا الحدوديــة 

   : بحيث

  
 الـسابقة يوجـد     ) 2.3(حسب التمهيدية   ب

  و  بحيث 
وجد حدوديـة   تمما سبق نجد أنه     .  لها الشكل     فإن   من ثم و

وبهذا نكون قـد     .  للحدودية    جذر  و  بحيث   
  .ةدانيأثبتنا الوجود وبقي علينا إثبات الوح

،  شـروط المبرهنـة    ن تحققـا  لنفرض وجود سلسلتين مختلفتين       
    بحيث عندئذٍ يوجد 

  
  

 بحيث                                                  عندئذٍ توجد حدودية ما  .  يقسم ومنه 
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 و هذا يناقض الفرض جذر مضاعف لـِ  ومنه نجد أن .  
  :حقول هلبرت 

 لحقل مميـزه     في الأفكار التي تخص حقل هلبرت سوف نرمز بـِ              :4.3ترميز  
ترمـز لحلقـة   عندئـذٍ  . مستقلة فوق عناصر صفر و

 لحقل الدوال العاديـة فـوق        و الحدوديات بالمتحولات   
   . في الحقل 

    5.3 :مبرهنة 
  :ة متكافئالآتية عندها الشروط الثلاثة  حقلاًليكن 

 مـن    بمتحولين فوق    لأجل كل حدودية غير خزولة      ) 1(
 الحدودية المخصـصة    إن بحيث    يوجد عدد غير منتهٍ من العناصر        درجة  

   . غير خزولة على
  وحدوديات   لأجل تمديد منتهٍ معطى     ) 2(

 يوجد عدد غير منتهٍ من العناصر        فوق الحقل    لمتحول  بالنسبة إلى ا  غير خزولة   
  . غير خزولة في ن الحدوديات المخصصة حيث إ ب

 و من درجة     غير خزولة  لأجل أي   ) 3(
 يوجد عدد غيـر      فوق الحقل    متحول  لنسبة إلى ال  أكبر من الواحد كحدوديات با    

  مــن الحــدوديات المخصــصة ولا أيإنَّــه بحيــث منتــهٍ مــن العناصــر 
  . تملك جذراً في 

    6.3 : تعريف 
 إذا حقق أحد الـشروط       حقل هلبرت    إنَّه: نقول عن   

   . 5.3الثلاثة الواردة في المبرهنة 
    : 7.3مبرهنة 
  زمرة غالوا للتمديد     عندئذٍ إذا كانت    .  حقل هلبرت  لنفرض  

 الوا فوق  هي أيضاً زمرة غفإن.   
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    8.3 : مبرهنة 
  . هو حقل هلبرت الحقل 

   :9.3المبرهنة الأساسية 
   .  كل زمرة دوارة هي زمرة غالوا فوق 

  :البرهان
سنقوم في المرحلة الأولى ببرهان أنه يوجد تمديـد غـالوا           : سنأخذ البرهان على مرحلتين   

  . لنتيجة الأساسيةإلى ا هلبرت للوصول فنستخدما المرحلة الثانية  أم زمرته 

 تمديد غـالوا زمرتـه        فإن عندها   اً موجب اً صحيح اً عدد ليكن  : أولاً

 لدينا التماثل أكثر من ذلك  . جذر نوني أولي للواحد إذْ إن  

  
  

  بحيث 

  
  

  عندئذٍ لدينا التطبيق 

  
  

   عندئذٍ فإنه 

  
كما أن:  
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حسب تأثير زمرة غـالوا  ب عندئذٍ  ولتكن  ليكن  
وا  زمرة غال   تمديد غالوا لـِ      الموضح سابقاً نجد أن       في

   : ومنه إذْ الموافقة له تماثل  

  
 بحيـث    من الشكل    نفرض وجود   
   فـوق     حدودية بـالمتحول     عندئذٍ   . و  

حسب التمهيديـة  بن كما أنها قابلة للفصل حسب معيار ايزنشتايبوهي حدودية غير خزولة     
.  
  لذلك يمكننا أن نحصل على تمديد        يحوي كل جذور الواحد من المرتبة         حقلاً إن 

كـون  وعنـدها ت   .  إذْ  وذلك بإضافة     من المرتبة    غالوا لـِ   
  . إذْ زمرة غالوا الموافقة لهذا التمديد زمرة دوارة مولدة بالعنصر 

 بحيـث    عنـصر مـن       عندها يوجد    اً تام  حقلاً  كون    :اختيار  
  لنفرض ،  ) و المبرهنة حسب التمهيدية ب( 

  
 حدودية من إن   .  

  لنفرض   .  بحيث يحقق  لنأخذ 

  
 ه جذر للمعادلة نَّإأي  (  يحقق سنثبت الآن أن(   
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 ومن ثم نجد أن.   

 زمرته   من الدرجة    هو تمديد غالوا للحقل      و و بهذا فإن الحقل     
 يحوي جذور الواحد من     لأن   (  بحيث   تماثل الزمرة الدوارة    

   لدينا لأجل أي .        )المرتبة 

  

  

  

  

  
  

   إذْ
 نفسه بعنصر من الحقل  تصور كل عنصر من  وهذا يعني أن  .  

   عندئذٍ  ولنضع ليكن 
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  . لان فيما بينهما تتباد و بهذا نجد أن الزمرتين و نجد أن من ثم و
                             الجزئي من  تثبت الحقل الآن أصبح لدينا الزمرة 

  
  
  
  

                   الجزئي من  تثبت الحقل كما أن الزمرة 
  
  
  
  
   . تثبت الحقل  نجد أن  من من ثمو
  
  
  
  

أي  ( المثبت بواسـطة الزمـرة        هو الحقل الجزئي من      لنفرض الحقل   
  عندئذٍ ) 
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  د غالوا زمرة غالوا الموافقة له هي  تمدي نجد أن من ثمو

  
    إلى  من الانتقال: ثانياً 

   من  . تمديد غالوا منتهٍ زمرته      أثبتنا أن

 الحدوديـة   لتكن  .  بحيث    يوجد   16.2التمهيدية  
     فوق الأصغرية لـِ  

  
بحيث  حقل هلبرت عندئذٍ يوجد عدد غير منتهٍ من العناصر  نظراً إلى أن 

 و لذلك فـإن الحقـل        غير خزولة في     تحقق  

   :ث بحي زمرته  غالوا فوق 
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