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 Homotopyودالة  Krullوبُعد  Groebnerاستخدام قواعد 
 في حساب البُعد المحمي لمجموعة جبرية عند نقطة

 
 

  *شوقي محمد الراشدد. 
 

 الممخص
حساب البُعد المحمي لمجموعة جبرية عند نقطة منيا محسوبة بشكل تقريبي يعتمد  

المختزلة لممجموعة الجبرية التي تحوي ىذه  عمى حساب البُعد الأكبر لممركبات غير
النقطة. اِعتماداً عمى بعض المبرىنات والخواص في اليندسة الجبرية والجبر التبادلي 

, وذلك    و    نعرض تحسيناً لطريقتي )خوارزميتي( حساب البُعد المحمي في 
 من خلال    عن ما ىو في          بعدد خطوات أقل في استخدام دالة الـ 

               البدء بعدد أقل من عدد المتغيرات, ودون الحاجة إلى مفيومي 
  .   كما في           وخاصة الاستمرار في دالة الـ                    و
 

, قواعد       البُعد المحمي, المجموعة الجبرية, بُعد الكممات المفتاحية:
  .          , الشكل التربيعي , دالة الـ          

 
 .      :            التصنيف الرياضياتي  

 
  

                                                           
*
 , عضو هٌئة تدرٌسٌة فً جامعة دمشق.AIUأستاذ مشارك فً الجامعة العربٌة الدولٌة الخاصة  
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Use Groebner's Bases, Krull's dimension, 

and Homotopy functions to compute local 

Dimension of an Algebraic Set at a Point 

 
 
*

 Dr. Shawki  M.  AL Rashed 

 
Abstract 

The computation of the local dimension of an algebraic set at a 

numerical approximation to a point on it depends on the computation 

of the maximum dimension of irreducible components of the algebraic 

set, which pass through this point.  Depending on some theorems and 

properties in the algebraic geometry and in commutative algebra we  

modified the algorithms in     and in     to compute local dimension 

by using less steps of Homotopy functions than it is in     by starting 

at a number less than the number of the variables and without the use 

of the concepts "Triangular Set" , Witness Point Sets, and the 

continuation of the Homotopy function as in    . 
 

 
Keywords: local dimension, algebraic set, Krull's dimension, 

Groebner Bases, square form, Homotopy function. 
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 :مقدمة .1

إن الكثير من العموم التطبيقية تيتم بتحديد الفضاءات التي توجد بيا نقاط معينة  
  )محسوبة عددياً بطرق تقريبية(, والتي تمثل  أصفار كثيرات حدود من أجل تسييل
دراسة بعض الخواص ليذه النقاط, مثلًا  الدراسة في جوار نقطة موجودة في فضاء 
ثنائي )المستوي( أسيل من الدراسة في جوار النقطة في بعد ثلاثي, وىذا ما يحدده 

 البُعد المحمي لمجموعة جبرية عند نقطة منيا.

 .             بداية نعرض بعض التعاريف والخصائص اللازمة في ىذا البحث  

متغير والمعرّفة عمى   حمقة كثيرات الحدود ذات                    لتكن 
{           }  , و  حقل الأعداد العقدية )المركبة(  مجموعة مؤلفة    

 كثير حدود . يُعرّف المثالي الموّلد بيذه المجموعة بالشكل   من 

                     {   ∑      

 

   

          } 

   عمى أنيا مجموعة جزئية من  تُعرّف المجموعة الجبرية المُعرفة بالمثالي 
 , وتُرمز بـ :  والمكونة من أصفار كثيرات الحدود في المثالي 

                            

 {                                     } 

ىو ذاتو بُعد المثالي الذي يُعرف ىذه    عد المجموعة الجبرية في الفضاء إن بُ 
      المجموعة, وأحد الطرق الجبرية المستخدمة من أجل تعريف البُعد ىو بُعد 

 .                لمحمقة 
ذات                     مثالياً في حمقة كثيرات الحدود    تعريف: ليكن 

 . إن العدد غير السالب  متغير و المعرّفة عمى حقل الأعداد العقدية )المركبة(   
     {                                  } 

مجموعة كل         حيث  ,       ويُرمز بـ   لمحمقة       يُسمى بُعد 
 . المثاليات الأولية في الحمقة 
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 يُعرف عمى أنو بُعد حمقة القسمة  وبُعد المثالي 

 
)          أي أن      

 

 
).  

المجموعة الجبرية           , حيث               عندئذٍ يكون 
 .  الموَلدة بالمثالي 

,            حيث    تُحمل إلى مجموعات  جبرية   إن المجموعة الجبرية 
حيث     تُحمل إلى مجموعات )مركبات( غير قابمة للاختزال     والتي بدورىا 

   (   )  . أي أن    
  ⋃   

 
    ⋃ (⋃     

  
   ) 

مجموعة خالية أو مجموعة     , حيث    
 .    في الفضاء    جبرية غير قابمة للاختزال بُعدىا 

⋃  ويسمى ىذا التحميل    
 
    ⋃ (⋃     

  
   ) 

التحميل الجبري     
 .  المختزل لممجموعة الجبرية 

عمى     عند نقطة   " لمجموعة جبرية local dimensionيُعرف البعد المحمي "
أنو بعد المركبة ذات البعد الأكبر التي تنتمي إلييا ىذه النقطة ويرمز ليا بـ 

 , أي     

           {          (   )          ⋃(⋃    

  

   

)

 

   

 } 

 

. عندئذٍ:              , حيث            ,            مثال: 
⋃         والمجموعة الجبرية               

 
الموّلدة     

مركبة غير قابمة للاختزال           تُحمل إلى مجموعات جبرية   بالمثالي 
 في الفضاء الثلاثي     )تمثل المستوي    بُعدىا

( ومجموعة جبرية   
في    )تمثل المحور   مركبة غير قابمة للاختزال بُعدىا             

 الفضاء الثلاثي 
البعد المحمي لممجموعة الجبرية  المجموعة الخالية.     , و( 

 .    , وذلك لأن           ىو           عند النقطة   
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وكيفية استخداميا من  Homotopyالـ نعرض تعريف دالة  :Homotopyدالة الـ  .2
أجل إيجاد أصفار كثيرات حدود, وتتطمب ىذه الطريقة إلى أن يكون البدء 
بكثيرات حدود أصفارىا معمومة بالإضافة إلى أن يكون عدد كثيرات الحدود 
مساوياً عدد المتغيرات, حيث أنيا تعتمد عمى طرق عددية في إيجاد أصفار 

 كثيرات حدود غير خطية. 
 طريقة بشكل مختصر, ومن أجل تفاصيل أكثر يمكن الرجوع إلىسنعرض ىذه ال

                         . 

 لتكن       

(

 
 

     

     
 
 

     )

 
 جممة كثيرات حدود في الحمقة  

                                              . 

  نعرف نظام البدء: جممة كثيرات حدود      

(

 
 

     

     
 
 

     )

 
 في الحمقة  

 معمومة    , حيث تكون مجموعة أصفارىا                        

                سيل( وتدعى مجموعة البدء, ويتحقق     )حساب أصفار 
 .من أجل إيجاد جميع الأصفار   مساوياً لعدد أصفار    كي يكون عدد أصفار 

  نُعرف دالة"Homotopy" : 

              

                                                  
 

       , فإن الدالة     إلى      تأحذ القيم من العدد      عندما 
 : "Davidenko"والتي تحقق معادلة      تُعرف مسارات 
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 ∑

  

   
 
   

  
   

  

  

 

   

 

 
  من نقطة  البدء                  تبدأ بالمسار        كل نقطة بدء

       إلى نقطة نياية                  والتي تحقق        
 .       تمثل حلًا لـ       , حيث أن       عندما 

اِنطلاقاً من      تُستخدم في إيجاد أصفار الجممة   Homotopy إن خوارزمية  الـ 
 Bertini" ([ 4 ]  .)", وىي منفذة في نظام جبر الكمبيوتر     جممة بدء 

ىو تطبيق      )إن الضامن )الإثبات النظري( لإيجاد أصفار كثيرات الحدود  
في     (  صفحة 1.3.1والتمييدية )  ( صفحة  1.3.1البند الخامس من المبرىنة )

 ( .    و   [2]
)  مثال: لتكن  .2.5

  
  

  مجموعة من كثيرات الحدود في الحمقة   *

 .                و                , حيث         

)     نُعرف نظام بدء 
  

  
  ,          من كثيرات الحدود في الحمقة    (

   , وتكون مجموعة أصفارىا        و        حيث 

 موعة البدء.تشكل مج  {                            }
 ,                  " :            Homptopy إن دالة الـ "

  (       )             (       )

                     
(       ) حيث  (       ) و                   . 
 )      }    نحصل عمى         عندما

 

 
 
 

 
 )  1مجموعة أصفار {      

       . 

                                                           
1
  .  فً الحساب وتولٌد المسارات من مجموعة بدء الى    Bertiniتم استخدام نظام جبر الكمبٌوتر  
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     عدد كثيرات الحدود في الجممة     في الحالة العامة, 

(

 
 

     

     
 
 

     )

 
لا يساوي    

     , لذلك نعرض خوارزمية تنقل مجموعة كثيرات الحدود  عدد المتغيرات 
مساوياً   كثيرة حدود إلى جممة كثيرات حدود أخرى يكون عددىا   المكونة من 

, من خلال اختيار مصفوفة بشكل عشوائي [2,14,15,16,17]لعدد المتغيرات  
Λ . من أجل اختيار ىذه   و مُعرّفة عمى     ذات المرتبة     )     

 : 2المصفوفة نميز الحالات التالية
Λ, فإنو يتم اختيار المصفوفة      إذا كان   .5  المصفوفة الواحدية.     

Λإلى مصفوفتين  Λ, نجزئ المصفوفة      إذا كان  .2    Λ
 
   Λ

 
   

Λحيث 
 
Λو           

 
 . عندئذٍ:            

Λ
 

  
    Λ         Λ

 

  
( Λ

 
   Λ

 
 )      Λ

 

  
( Λ

 
   Λ

 
 )

(

 
 

     

     
 
 

     )

 
 

 

 

(

 
 

     

     
 
 

     )

 
 

  Λ
 

  
     Λ

 
 

(

 
 

       

       
 
 

     )

 
 

                

Γحيث   Λ
 

  
     Λ

 
              . 

 إلى مصفوفتين  Λالمصفوفة , فإنو يتم تجزئة      إذا كان  .3

            Λ
 
Λو            

 
 . نعرف مصفوفة مربعة             

   Γ  (
Λ

 

  
        

     Λ 

  
    

)  , نضع           

                                                           
2
 . SINGULARهذه الخوارزمٌة منفذة فً نظام جبر الكمبٌوتر  
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𝚪          (
 

 

  
        

       

  
    

+   (
  

  
)  

(

 
 

 
 
   

 
 
   
 

 

 
 
   )

 
 

 (

    

        

+

(

 
 

 
 
   

 
 
   
 

 

 
 
   )

 
 

  

(

 
 
 
 
 

 
 
   

 
 
   
 

 

 
 
   

           )

 
 
 
 
 

  

 .       من أجل        أي نضع 
والمركبات         إن العلاقة بين المركبات المختزلة لممجموعة الجبرية 

    كالآتي: إن لممجموعتين الجبريتين           المختزلة لممجموعة الجبرية 
   ليما نفس المركبات المختزلة ذات البعد الموجب, والمركبات المختزلة  لـ   و

ذات البعد صفر محتواة في مجموعة المركبات المختزلة ذات البعد صفر لـ 
  (.[1,2,13,14, 18]). 
 وىذا ما تبيّنو المبرىنة التالية. 

حمقة كثيرات                    لتكن :             مبرىنة  .2.2
,  الحدود معرّفة عمى حقل الأعداد العقدية )المركبة( 

{           }  و كثيرات حدود,   مجموعة مؤلفة من    
مجموعة جبرية مختزلة. عندئذٍ توجد مجموعة غير خالية مفتوحة      

Λمن المصفوفات                        التي          
 تحقق:

i.  مركبة مختزلة  لممجموعة الجبرية   , فإن            إذا كان     
 ,  Λ  مركبة مختزلة  لممجموعة الجبرية   إذا و فقط إذا كانت 

ii.  مركبة مختزلة  لممجموعة الجبرية   , وكانت           إذا كان
 .   Λ  ة  لممجموعة الجبرية مركبة مختزل  , فإن       
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)       مثال: لتكن  .2.3

  
  
  

مجموعة من كثيرات الحدود في الحمقة                 (

             و                  , حيث         
 .          و

              تُحمل إلى         المّولدة بـ   إن المجموعة الجبرية 
            , و   مركبة مختزلة بُعدىا            حيث 

, لذلك نختار         في ىذا المثال  .  مركبة مختزلة بُعدىا يساوي   
Γمثلًا    (

 

 
 ومنو   (

              (
            

       
*  (

 
 
) (      )  (

             

           
* 

            تُحمل إلى           المّولدة بـ   إن المجموعة الجبرية 

           , و  مركبة مختزلة بُعدىا            حيث     
         , حيث    اجتماع لمركبتين مختزلتين بُعد كلًا منيما  يساوي 

 .       و       , نلاحظ أن                  و      
في الجبر          العديد من التطبيقات لقواعد :            قاعدة  .3

التبادلي واليندسة الجبرية ونظرية الشواذ, في ىذا البحث سنستخدم أحد 
 .           التطبيقات وىو إيجاد بُعد المجموعة الجبرية 

         }       علاقة ترتيب عمى مجموعة الحدوديات     لتكن  

               و  {  
مجموع منتيي              

,   من الحدوديات غير الصفرية  و التي تُكتب بشكل وحيد بالنسبة لعلاقة الترتيب 
  :حيث

                        و                  
      و                        و

     
        

        
 .                 و  
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  أياً كان       إذا و فقط إذا كان            شاممة    إن علاقة الترتيب
               . 

  يرمز بـ              "   إن الحد القائد لـ "            . 

  مثالي مولد بمجموعة كثيرات الحدود        تعريف : ليكن 

,                     في حمقة كثيرات الحدود  {            }
{              }    و  علاقة ترتيب شاممة .  و     

  تولد مثالي في الحمقة    إن مجموعة  كل الحدود القائدة لعناصر المثالي  
 , أي       يُرمز بـ 

      {             } 

  أو قاعدة قياسية           تسمى قاعدة   المجموعة المنتيية("              ") 
 إذا وفقط إذا كان   لممثالي 

                                     

 "(                      العلاقة بين المثالي وقاعدتو القياسية تعُرض من خلال  )"
والتي تبيّن بأن المثالي موّلد بيذه القاعدة والتي تكون مجموعة أصغرية            

, فإن  قاعدة قياسية لممثالي   , أي أنو إذا كانت  بالنسبة إلى علاقة الترتيب 
ة الترتيب( ) بالنسبة إلى علاق  أصغر مجموعة جزئية في   حيث       
 . تولد المثالي 

ونعرض              إن خوارزمية حسابيا منفذة في نظام جبر الكمبيوتر 
إيجاد بُعد المجموعة          مثال في ىذا النظام من خلال حساب قاعدة 

 .       الجبرية 
       و           مثالي في              مثال: ليكن  .3.5

,                           , حيث    المجموعة الجبرية المولدة بـ 
.                      و                

 .       و بُعد المجموعة الجبرية   لممثالي          حساب قاعدة 
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ring r=0, (x,y,z),dp; 

Poly                ; 
Poly                ; 

Poly                       ; 

Ideal                ; 
Ideal        ; 

===> 
                       
                               
                     
                               
                                           
                   
                                  

                                           
dim(G); 

===> 1  

لكثير من الأمثمة التطبيقية يكون بُعد المجموعة الجبرية أصغر من : االخوارزمية .4
عدد المتغيرات. إن الخوارزمية التي سنعرضيا في ىذا البحث تبدأ من 

  تبدأ من     بعد المجموعة الجبرية, بينما الخوارزمية في           
    والخوارزمية في  "Homptopy"عدد المتغيرات معتمدة فقط عمى دالة الـ 

" triangular setsو"                          تعتمد عمى مفيوم 
التحميل العددي المختزل لممجموعات الجبرية والقواعد القياسية وعمى صفة 

 . "Homptopy"الاستمرارية في دالة الـ 
لممجموعة   خلال إجراء تقاطعنعرض خوارزمية تبدأ من بُعد المجموعة الجبرية من   

المراد حساب البعد المحمي      يحوي النقطة   مع فضاء خطي   الجبرية 
 .   "Homptopy"عندىا باستخدام القواعد القياسية و دالة الـ 
يتقاطع مع المركبات     الذي بعده    إن فكرة التقاطع مبنية عمى أن الفضاء 

من النقاط ولن يتقاطع مع أي مركبة أخرى بعدىا أصغر  في عدد منتوٍ   ذات البعد 
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يتقاطع مع المركبات ذات البعد         الذي بُعده      , والفضاء   من 
في عدد منتوٍ من النقاط و لن يتقاطع مع أي مركبة أخرى  بعدىا أصغر     
وكلًا منيا                      وىكذا. حيث أن       من 

 .           و                  معرف بالشكل      
اجتماع منتيي لمجموعات جبرية          : لتكن           مبرىنة  4.5

"( تحوي dense Zariski open . عندئذٍ يوجد مجموعة مفتوحة )"  بُعد كلًا منيا 
 تحقق:  ذات بُعد      فضاءات خطية 

 ,      ذات بُعد     فإن المجموعة الجبرية       إذا كان  (5

 .  تساوي المجموعة الخالية     فإن المجموعة الجبرية       إذا كان  (2

 

 الخوارزمية: 
 مثالي الدخل :    ̀ موّلد بجممة كثيرات حدود                     

 ̀  ,   المُعرّفة عمى حقل الأعداد  {̀     ̀   ̀  } 

المراد حساب البعد المحمي                         النقطة   
 عندىا.

 عند   البُعد المحمي لممجموعة الجبرية المُعرفة بالمثالي         : الخرج
 .  النقطة 

 الإجرائية : 

 ,         من أجل حساب العدد  "        "استخدام قاعدة  (5

 نتابع,    , و في حالة           , فإن     إذا كان 
بشكل تنازلي وىذا لو علاقة بالإثبات النظري   , )نبدأ من      من أجل  (2

 لمخوارزمية(, 

i. بالمعادلات الخطية     الذي بعده    ُُعرف الفضاء الخطي ن        

  و مصفوفة اختيارية            حيث ,{            }
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المجموعة الجبرية المولدة                    , أي أن               
 , {            }بـ 

ii.  إلى الشكل التربيعي  {              ̀       ̀   ̀  }اختزال الجممة
 )وفق الخوارزمية المذكورة سابقاً( , {             }  

بعدد منتوٍ من النقاط , يُعطى    يتقاطع مع المركبة الجبرية     إن الفضاء الخطي
 بـ 

                           , 
iii.  استخدام دالة الـ            : 

                        

(

 
 

     

     
 
 

     )

 
 

  

(

 
 

     

     
 
 

     )

 
  

     نضع نظام البدء ) مثلًا  {          }   حيث 
, حيث     

 (,       من أجل            
 ,   انطلاقاً من نظام البدء      من أجل حساب 

iv.  لا نضع           , نضع     إذا كان وتنتيي الخوارزمية وا 
 ( .iو نعود إلى )      

بدايةً من الواضح أن الخوارزمية محدودة )منتيية: لا تعمل بلا توقف( الإثبات: 
 .    و تنتيي عند        3وذلك لأنيا تبدأ عند

      إن المجموعة الجبرية   
اجتماع لمجموعات خالية أو لمجموعات     

مكونة من عدد منتو من    فإن            , في حالة   بُعدىا    جبرية 

                                                           
3
) إذا     بٌنما هنا تبدأ عند قٌمة أصغر تماما من   تبدأ دائماً عند     إن الخوارزمٌة فً  

من أجل تحدٌد          , و ذلك لأننا استخدمنا قاعدة (     فأن          كان 
 البعد الذي سنبدأ به.
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 النقاط في 
إحدى ىذه النقاط, وعندىا يكون البُعد المحمي لممجموعة   والنقطة   

 .          الجبرية 
فإن المركبات المختزلة لممجموعة الجبرية المُعرّفة            أما في حالة  

̀    بالمثالي  , ىي ذاتيا المركبات المختزلة {        }  ,   ذات البُعد   
الموّلد بالشكل التربيعي, وذلك حسب       لممجموعة الجبرية المُعرّفة بالمثالي 

 (. بما أن 2.2المبرىنة )

                          
 بمجموعة بُعدىا    يتقاطع فقط مع المركبة     فإن   

                       
, وذلك   ع أي مركبة بُعدىا أصغر من أي بعدد منتو من النقاط  ولا يتقاطع م 

 .               (, أي أن 4.5حسب المبرىنة )
و ذلك من    ولا تنتمي إلى    فيي تنتمي إلى المركبة      فإذا كانت النقطة 

, و بما أن   لا يتقاطع  مع المركبة     لأن  {              }     أجل 
لن تنتمي أيضاً لأي مركبة    تنازلي من أكبر بُعد فإن الخوارزمية بدأت بشكل 

ىو   عند النقطة   وبالتالي يكون البُعد المحمي لممجموعة الجبرية   بُعدىا أكبر من 
 و بذلك تكون الخوارزمية صحيحة.           

̀   ̀    ̀     مثال: ليكن  .4.5   و            مثالي في   

̀  , حيث  المجموعة الجبرية المولدة بـ                     ,
  ̀ ̀  و                                     . 

 .   عند النقطة    . المطموب تحديد البُعد المحمي لـ            ولتكن  
, )بينما    , لذلك سنبدأ من           مثال(  2.5من المثال السابق )

 (.    تبدأ من     في الخوارزمية 
 حيث         نُعرف فضاء خطي 
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                     (
 
 
 
+(

   
   
   

+            

,          إلى شكل تربيعي, إن  {    ̀   ̀   ̀  }   نختزل الجممة 

Γلذلك نختار مثلًا    (
 

  

 

 ومنو      (

  Λ      (

            

(    )(    )

                  

)  (
 

  
 

+            

 (

(    )(    )             

(    )(    )             

(    )(    )(    )              

,  (

  
  
  

)    

مثلًا  {        }   بدء  4: بداية نختار نظام Homotopyنُعرف دالة الـ 
          ,          ,          نختار  

                (

  
  
  

+    (

  

  

  

+ 

 نجد
   {                                               

                                                             } 
  .          وبالتالي يكون البُعد المحمي       5نلاحظ أن

  

                                                           
 , يختار نظام بدء حيث يكون أصفاره سيمة الحساب.   في حساب         استخدام  4
ولكن أخترنا منيا فقط           نقطة والتي تمثل أصفار الشكل التربيعي    تحوي     5

, وبينما بقية النقاط تنتمي إلى       أي نقاط التقاطع           النقاط التي تمثل أصفار
 .المكبة ذات البُعد الصفري لممجموعة الجبرية المُعرّفة بالشكل التربيعي
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" ومنفذة في Homotopyتستخدم فقط دالة الـ "    إن الخوارزمية في الخاتمة:  .5

عدد المتغيرات والذي ىو أكبر تماماً   ولكن تبدأ من           برنامج واحد 
    من بُعد المجموعة الجبرية أي أنيا تحتاج إلى عدد خطوات أكبر, والخوارزمية في 

" وصفة triangular setsو   "Witness point sets"تستخدم القواعد القياسية ومفيوم 
ولكنيا منفذة في برنامجي جبر الكمبيوتر  "Homotopy"الاستمرارية في دالة الـ 

"SINGULAR" "وBertini وفي ىذا البحث تم استخدام القواعد القياسية من ,"
وتُعد تحسيناً لأنيا تبدأ من بُعد  "Homotopyأجل حساب البُعد ودالة الـ "

و أصغر تماما من عدد المتغيرات . نتطمع في المجموعة الجبرية الذي ى
المستقبل إلى تحسين الخوارزمية وتنفيذىا في برنامج واحد وذلك من خلال 
البحث و إيجاد مبرىنات وخواص في الجبر التبادلي واليندسة الجبرية التي ربما 

" أو القواعد القياسية الذي سيؤدي بدوره Homotopyتُغني عن استخدام دالة الـ "
لى تنفيذ الخوارزمية في برنامج واحد فقط مع تحسين الخوارزمية من خلال البُعد إ

 أو استخدام كثيرات حدود خطية في نظام البدء أو غير ذلك.  
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