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 تمهيدياتو "Cayley-Hamilton" مبرهنة  تطبيق
"Nakayama" " وبُعدKrull " في دراسة العلاقة بين مناطق

 برفير والحلقات الناظمية محليا  
 

  *شوقي محمد الراشدد. 
  

 
 الملخص

 

وحمقات التموضع عند مثالي  "Pruefer"العلاقة بين مناطق  يعرض ىذا البحث
تم عرض فكرة عامة  وحمقات التقييم محمياً(، فقد ،أعظمي )الحمقات الناظمية محمياً 

وتعاريف  ،وحمقات التقييم ،محمياً الحمقات الناظمية و  ،"Prueferمناطق " عن أىمية
ومفاىيم أساسية من الجبر التبادلي في الفقرة الأولى )المقدمة(، وفي الفقرة الثانية 

" في المودولات )المقاسات( Nakayama"اتتمييديو  ،"Cayley-Hamilton”مبرىنة 
" لحمقة عند مثالي Localizationيية التوليد، بالإضافة إلى مفيوم التموضع "تمن

وحمقات التقييم  "Pruefer"عرض العلاقة بين مناطق . في الفقرة الثالثة  أولي فييا
تم  وفي الجزء الأخير من ىذه المقالة، [16,9](2-9من خلال المبرىنة ) محمياً 

 محمياً  ضمنتقييم  ناظمية محمياً تُكافئ حمقة ( تبيّن أن كل حمقة9-4مبرىنة ) ثباتإ
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مفيوم المثالي الابتدائي و  ،"Krull"بُعد  استخدام شروط، حيث تم 
"𝜇 ، "Nakayama" اتوتمييدي ،"Cayley-Hamilton"مبرىنة و  ،"        

 محمياً  حمقة الناظميةتكافئ  "Pruefer"منطقة ( تبيّن أن كل 4-4نتيجة ) ومن ثم 
 (. 9-4ذلك بالاستفادة من الشروط في المبرىنة )و ،
 
 

-Cayley”حمقة ناظمية، مبرىنة  ،"Krull"بُعد  مناطق برفير،الكممات المفتاحية: 

Hamilton ،"تمييدية"Nakayama.حمقة تقييم ،" 
 . 13A18(: 2010التصنيف الرياضياتي العالمي ) 
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Apply Cayley-Hamilton's Theorem, 

Nakayama's Lemma and Krull's Dimension  

to Study the Relationship between  the 

Pruefer's Domains and Locally Normal Rings 
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Abstract 

This paper presents the relationship between the Pruefer's Domains 

and the localization of rings at maximal ideal(locally normal rings and 

locally valuation rings), where it is introduced some of the definitions 

and basic properties from commutative algebra in the first section 

(introduction), in the second section was presented the Cayley-

Hamilton's theorem and Nakayama's lemma for finitely generated 

modules and the concept of the localization at prime ideal. In the third 

section, it is presented the relationship between Pruefer's Domain and 

locally valuation ring in theorem(3-2) [16,9]. In the last section it is 

proved in the theorem (4-3) that every locally normal ring equivalent 

to locally valuation ring, where it used the Krull's dimension, the 

concept of the primary ideal, Cayley-Hamilton's theorem and 

Nakayama's lemma, then it is presented a result (4-4) which shows 

that Pruefer's Domain equivalent to locally normal ring, by using the 

conditions in theorem (4-3). 
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  مقدمة: .4

 في عرض قابمية القمب لمثالي تكمن في الجبر المجرددراسة مناطق بريفر إن أىمية 
"Invertible Ideals وأىمية دراسة الحمقات الناظمية في معرفة الغلاقة أي ،

وتشكل المتنوعات  العناصر الجبرية التي تمثل أصفار معادلات كثيرات حدود
 Algebraic"أو ما تُسمى المجموعات الجبرية " ،"Affine Varietiesالآفينية  "

Setsن إعطاء تقييم لعناصر حمقة، حيث إ في ، بينما حمقات التقييم تكون أىميتيا
وذلك  ،بعض الأبحاث عرضت العلاقة بين حمقات التقييم وأنواع أخرى من الحمقات

حمقات حمقات ناظمية و  دراسة العلاقة بينعرض  [1]لسيولة التعامل معيا )مثلًا 
الناظمية محمياً، أي إن  صفة أىمية بالنسبة إلىو  حمقات التموضع(.و  التقييم المتقطع

يُساعد  وىذا ما ،حمقة التموضع ليذه الحمقة عند ىذه النقطة تكون منطقة مغمقة جبرياً 
في دراسة بعض الخواص الجبرية والتبولوجيا في مجموعة جبرية تحوي ىذه النقطة 

 Algebraicفي اليندسة الجبرية " أىمية كبيرةيذا لو يذه النقطة، كجوار مغمق جبرياً ل

Geometry" ونظرية الشواذ "Singularity Theory."  وعمى سبيل المثال إن بعض
نما محققة عمى حمقة التموضع، حمقة  ،الصفات لا تكون محققة عمى كامل الحمقة وا 

عند مجموعة  التموضع لياولكن حمقة  ،ليست حمقة آرتينية ℤ الأعداد الصحيحة
 تكون حمقة آرتينية.،     ℤ  مغمقة ضربياً 
وربطو بمفيوم مناطق  [1]وامتداداً لما ىو معروض في  يُعد متابعةً  ىذا البحث
"Pruefer" د  بُع   دراسة حول العلاقة بين ىذه المفاىيم اعتماداً عمى يقدم، و "Krull" 

بالإضافة إلى المثاليات  ،"Nakayama"تمييدية و  "Cayley-Hamilton"مبرىنة و 
 ووسيمة ربط بين ىذه المفاىيم. ،ومفيوم الحمقة المحمية، لتكون أداة، الابتدائية
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 .أساسيةمبرىنات و ، ريفاتع .4
أو  حمقة تبديمية ذات عنصر محايد)  لتكن  :[1,2,3,4,5,7,14,16]. تعريف 4-4

  نرمز لمجموعة كل العناصر القابمة لمقمب في و ، (تبديميةاختصاراً حمقة واحدية 
 : الحمقة  . نقول إن    بالرمز 

 zero- divisor"" مصفرلقواسم  لا تحوي  فقط إذا كانت و منطقة تكاممية إذا  (4

 إذا وفقط إذا تحقق  قاسم لمصفر في       ) 
 .   ونرمز ليا بالرمز  ، (                      

  في   وكل مثالي  ،منطقة تكاممية  ة إذا وفقط إذا كانت رئيسمنطقة مثاليات  (2
    يوجد عنصر   في   ، أي إنو من أجل أي مثالي  مثالي رئيسي في 

            ونعبر عن ذلك بالشكل  ، في   يولد المثالي 

ة الرئيس، ونرمز لمنطقة المثاليات  في  يرئيسمثالي   ويسمى        
 .   بالرمز 

د مثالي أعظمي وحيد، مثل  (9 ويُرمز لمحمقة ،  في  μحمقة محمية إذا وفقط إذا وج 
 . μ   المحمية بالرمز 

د حدودية واحديةإذا وفقط إذا وُ   جبري عمى           يُسمى العنصر  (4           ج 
"monic Polynomial" )أمثال الحد ذي الدرجة الأكبر يساوي الواحد( 

        ∑    
         

 حيث،       تحقق    
            

 

 
 . حقل القسمة لمحمقة             

منطقة تكاممية   إذا وفقط إذا كانت Normal Ring"" حمقة عادية أو ناظمية (5
    عنصر جبري عمى                 حيث  ،         و   

 . في   تسمى غُلاقة الحمقة 

 يمنتي  " إذا وفقط إذا كان كل مثالي في  Noetherian Ringنوثرية "حمقة  (6
 تنقطع(.  )أو أي سمسمة متزايدة من المثاليات في   التوليد في 
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 يُعرف عمى أنو المثالي   ، فإن جذر المثالي  الحمقة  فيمثالي   إذا كان  (7

√                   

لمحمقة  "Krull"حمقة تبديمية واحدية نعرف بعد   لتكن  :[1,2,6,14]تعريف .4-2
 بالشكل التالي:  

                                            

 . الحمقة  فيمجموعة كل المثاليات الأولية         حيث 
وليست     ىي   ، وفي حالة      فإن  حقلاً   إذا كانت  مة عمى ذلك:أمث

المُعرفة            كثيرات الحدود، ومن أجل حمقة       فإن  حقلاً 
 .       بُعدىا  فإنعمى حقل الأعداد الحقيقية 

في  اتمثالي  و  وليكن ،حمقة تبديمية واحدية  لتكن  :[2,6,14,16]تعريف. 4-9
 عندئذ:  
  قابل لمعدم(  إنو متلاش    نقول عن المثالي("nilpotent"  يحقق     إذا وجد

      . 

  تيةالشروط الآ أحد إذا وفقط إذا تحقق  مثالي ابتدائي في  نوإ  نقول عن: 
                   √  

                           

     ⁄   ̅  ̅   
 ⁄               ̅   (  ⁄ )  

√ 
 

⁄  

  فإننا نرمز لو بالرمز   مثالي ابتدائي في   إذا كان          

 . √  حيث 

  في               تسمى المجموعة المنتيية من المثاليات الابتدائية  
إذا وفقط   لممثالي  "Irreducible Decomposition"أنيا تحميل ابتدائي مختزل 

 : ت الشروط الآتيإذا تحقق

       ⋂   
 
⋂و               √   √و               
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، فإن  حمقة واحدية تبديمية  مثالي ابتدائي في  إذا كان  :[2,6,14] . نتيجة4-4
 . أصغر مثالي أولي يحوي           √  

     حمقة نوثرية فإن الجذر الأساسي  إذا كانت  :[2,6,8,14] . مبرىنة4-5
 .متلاش  

أي مثالي غير صفري ن حمقة نوثرية فإ  إذا كانت  : [2,5,6,8,14]. مبرىنة4-6
 . مختزلاً  اً ابتدائي يممك تحميلاً   في 

في المودولات  "Nakayama" اتوتمهيدي "Cayley-Hamilton"مبرهنة . 2
 )المقاسات( منتهية التوليد.

  حمقة واحدية تبديمية و  لتكن : Cayley-Hamilton" [2,3,6,11]"مبرىنة . 2-4
φو  مثالي في   و منتيي التوليد         ىو  . عندئذ:           

 ، فإنو توجد حدودية         φإذا كان 
            

                    

 .                   و         تحقق 
 .[2,3,11,12,13,14]وبعض نتائجيا  ،الأساسية "Nakayama"نعرض تمييدية 

مودول منتو          ىو   ليكن  الأساسية: "Nakayama"تمييدية . 2-2
بسون )تقاطع كل أساس جاك     ، حيث       يحقق   مثالي في   التوليد و

 .( المثاليات الأعظمية في 
 المودول الصفري .        فإن      إذا كان  عندئذ: 
         ىو   حمقة محمية وليكن       لتكن  :"       ". نتيجة2-9

 المودول الصفري .      فإن        إذا كان   :التوليد. عندئذ يمنتي
 يمنتي         ىو   حمقة محمية و      لتكن  :"       ". نتيجة2-5

مجموعة أصغرية )بالنسبة لعدد              التوليد غير صفري. إن 
ل دة لممودول ̅̅   إذا وفقط إذا كانت    العناصر( موِّ ̅̅    ̅̅ ̅̅      ̅̅ ̅̅ تشكل قاعدة   

  لمفضاء الشعاعي
 المعرف عمى الحقل  ⁄   

 حيث ⁄ 
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                              ̅̅̅̅        . 
نقدم فكرة عامة عن التموضع في الحالة العامة ومن ثم عند المثالي الأولي، و ذلك 

 .                 من خلال التعريف التالي 
 حمقة تبديمية ذات عنصر محايد.  تعريف: لتكن . 2-6
∅نقول عن المجموعة  -  إنيا مغمقة ضربياً إذا وفقط إذا تحقق:     

                    و    

عمى الجداء   و لنعرف علاقة تكافؤ   مجموعة مغمقة ضربياً في   لتكن  -
 بالشكل:      الديكارتي

                                                   

*نرمز لصفوف التكافؤ بالرمز
 

 
+ واختصاراً                              

 بالرمز 

 
. 

  :أي إن     ونرمز لمجموعة كل صفوف التكافؤ بالرمز 
     

   

 
 

 ي تشكيل داخميين: قانون       عمى مجموعة صفوف التكافؤ نُعرف
 

                                                 
[
  
  

]  [
  

  
]  [

     

     
]   ] و

  
]  [

  

  
]  [

           

     
] 

  حمقة تبديمية واحدية الحيادي فييا ىو            عندئذ تكون 
 

 
. 

 (        و نحصل عمى التموضع التاف    )في حالة            
                  ، فإن الحمقة مثالي أولي في           حيث       وفي حالة  (8

     ,
 

 
عند المثالي الأولي   تُسمى حمقة التموضع لـ  -         

 .   ، ويُرمز ليا بالرمز  

إنيا محمية إذا وفقط إذا كانت حمقة التموضع   ل عن خاصة ما لمحمقة يُقا (9
 .  في  𝜇تحقق ىذه الخاصة من أجل أي مثالي أعظمي    
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مجموعة مغمقة   و  مجموعة المثاليات الأولية في         إذا كانت  (44
وذلك            و        ، فإنو يوجد تقابل  بين عناصر  ضربياً في 

 . ∅    يحقق           من أجل كل مثالي أولي 
  مثالي أولي في       حمقة الأعداد الصحيحة و ℤ  من أجل  مثال: 

 بالشكل:  عند المثالي الأولي  ℤتكون حمقة التموضع لـ        و
ℤ

〈 〉
      ,

 

 
             -  ,

 

 
           - 

            ,
 

 
             -  ,

 

 
           - 
 أولي(صف كيفية بناء حمقة محمية )تموضع حمقة عند مثالي المبرىنة الآتية ت

 .والمثالي الأعظمي الوحيد
. عندئذ    مثالي أولي في   و  ،حمقة تبديمية واحدية  لتكن  :[2,14]. مبرىنة2-7

     𝜇    حمقة محمية، حيث𝜇 مجموعة       و                
 . العناصر القابمة لمقمب في 

 Pruefer's"و مناطق بريفر  "Locally Valuation Ring"محليا  حلقات التقييم . 9

Domain": 
 : [1,6,9,15,16] .تعريف9-4
a.  تسمى حمقة تقييم   ، فإن   منطقة تكاممية   إذا كانت"Valuation Ring" 

 إذا وفقط إذا تحقق:

                 
 

 
   

          حيث 
 

 
،  حقل القسمة لممنطقة التكاممية             
 . VRويُرمز لحمقة التقييم بالرمز 

b.  إذا وفقط  ةتُسمى حمقة تقييم متقطعة أو منفصم  حمقة تقييم، فإن   إذا كانت
 .DVR، ويُرمز ليا بالرمزحمقة نوثرية وليست حقلاً   إذا كانت 
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c.  منطقة بريفر إذا وفقط إذا كان كل   ، فإن     صحيحةمنطقة   إذا كانت
 حيث         قابل لمقمب، أي إن   في   مثالي منتيي التوليد 

                            

 إن المبرىنة التالية تعرض العلاقة بين مناطق بريفر و حمقات التقييم محمياً . 
 .   منطقة صحيحة   : لتكن [9,16].مبرىنة 9-2

عند أي مثالي   كانت حمقة التموضع  لمحمقة منطقة بريفر إذا وفقط إذا   إن 
منطقة بريفر إذا وفقط إذا كانت حمقة   منيا حمقة تقييم. أي إن  𝜇أعظمي 
 .  في  اً أعظمي اً مثالي 𝜇اً كان حمقة تقييم، وذلك أيّ    التموضع 

     عنصراً أولياً في     و حمقة تحميل وحيد  لتكن  : [1,14]مبرىنة  .9-4
. عندئذ  يوجد تطبيق تقيم      عند المثالي   حمقة التموضع لمحمقة      و

 حمقة تقييم.        من أجمو يكون   متقطع 
 Locally"الحلقات الناظمية محليا  و Pruefer's Domain". مناطق بريفر 4

Normal Ring" : 
 يّن من خلال المبرىنة التالية بأن كل حمقة تقييم ىي حمقة ناظمية.بن 
، حيث          حمقة تقييم، فإن   : إذا كانت [9,16] .مبرىنة4-4

 حمقة ناظمية.  أي إن           
 ( ليس صحيحاً في الحالة العامة، أي إنو ليس4-4ن عكس المبرىنة السابقة )لا أإ

قة الأعداد حم ℤ  حمقة تقييم، مثال عمى ذلك  بالضرورة أن تكون الحمقة الناظمية
 ℤ  ℤ     ولكنيا ليست حمقة تقييم، وذلك لأن  اظميةالصحيحة ىي حمقة ن

  و
 

 
        ℤ   و لكن    ،   

 
 

 

 
   .  

ثبات عمى أن العكس صحيح ولكن ضمن شروط، أي إنو كل حمقة الإتم   [1]في  
 واحد.الناظمية ىي حمقة تقييم و لكن في حالة الحمقات المحمية و ذات البُعد 

  "Cayley-Hamilton"من خلال استخدام مبرىنة و   [1]بذات المنحى والعرض في  
ضافة بعض الش "Nakayama"تمييدية و  ( 9-4وط سنبيّن في المبرىنة التالية )ر وا 
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، ولكن قبل ذلك نعرض تمييدية تُكافئ الحمقة الناظمية محمياً محمياً  تقييمالأن حمقة 
الابتدائية التي سنحتاج إلى استخداميا في المبرىنة تبيّن إحدى خواص المثاليات 

(4-9.) 
إذا كان  ولا يساوييا.  مثالي في   حمقة نوثرية و  لتكن  :[1,14] تمييدية. 4-2

 يحقق:    فإنو يوجد عدد صحيح موجب           ىو   
          

  و         حمقة نوثرية ومنطقة تكاممية بُعدىا   مبرىنة: لتكن  .4-9
 متكافئة: . إن القضايا الآتية  مثالي أعظمي في 

 . "Normal Ringحمقة عادية "      (4

2) 𝜇  .  مثالي رئيسي في       

    مغاير لممثالي الصفري يوجد عدد صحيح    في   من أجل أي مثالي  (9
𝜇  يحقق : 

 . 

     لممثالي الصفري يوجد عدد صحيح  مغاير   في   من أجل أي مثالي  (4
 .      يحققان :     و

 حمقة تقييم منفصل.   (5

 الإثبات:
( والمبرىنة 7 -2) حمقة محمية و نوثرية  ذلك حسب المبرىنة  𝜇   أن بدايةً نمحظ 

 ( عمى الترتيب.2-8)
أيضاً، و ذلك حسب تعريف          ن فإ         بما أن  ( :2  (4

وحمقة   تقابل واحد لواحد بين المثاليات الأولية في  يوجد ولأنو ،بُعد الحمقة
ونعمم أن جذر         ومنو  𝜇    يوجد  . ومن ثمّ   تموضعيا 

المثالي يساوي تقاطع كل المثاليات الأولية التي تحويو أي 
√  ⋂   

.  مجموعة كل المثاليات الأولية في         حيث             
و كل مثالي أعظمي في حمقة تبديمية واحدية ىو مثالي أولي          وكون 



 د. شوقي الراشد                   ..." Krull" وبُعد "Nakayama" وتمييديات"Cayley-Hamilton"  مبرىنة تطبيق

54 
 

 𝜇  √منطقة تكاممية( فنجد   )لأن   في  اً أولي اً والمثالي الصفري يمثل مثالي
𝜇  اً مثالي  مثالي أعظمي ويكون  لتمييدية السابقة . وحسب ااً بتدائيا         

 𝜇        𝜇    𝜇يحقق    ( يوجد عدد صحيح موجب 4-2)
 .        و     𝜇  ومنو يوجد عنصر مثل 

𝜇أن  سنبيّن فيما يأتي   موّلد بعنصر       
 

 
،  في الحمقة          

 وىذا ممكن لأن
                

 

 
   

 

 
                

 سنبرىن أن المثالي 

 
𝜇   ومن أجل ذلك نفرض جدلًا أن   يساوي كامل الحمقة ،

 

 
𝜇  𝜇  ومنو يمكن أن نُعرّف التشاكل𝜑        بالعلاقة      𝜑    

 

 
    𝜑حظ أنو نم  

 

 
𝜇    بالإضافة إلى أنو كل حمقة واحدية ىي مودول

يوجد  "Cayley-Hamilton"يكون حسب مبرىنة  من ثم  منتيي التوليد عمى نفسيا، و 
𝜓حدودية 

 
       ∑    

         
ق     𝜓تحق

 
 𝜑      ومنو

𝜓
 
 𝜑     𝜓

 
(
 

 
)  وىذا يؤدي إلى أن العنصر   

 
عنصر          

 ناظمية يكون   و لأن   جبري عمى 

 
  ، ومنو   

 

 
وىذا         

الفرض الجدلي خاطئ، وبما أن  ومن ثم   ،       يناقض كون 
   𝜇 أي إن  حمقة محمية𝜇  وىذا يؤدي إلى أن   المثالي الأعظمي الوحيد في

 

 
𝜇 𝜇ومنو نجد           . 

 𝜇    نو يوجد فإ         بما أن بشكل مماثل ل ما سبق،  (:9  (2
و نعمم أن جذر المثالي يساوي تقاطع كل المثاليات الأولية           ومنو

⋂  √التي تحويو أي    
مجموعة كل المثاليات         حيث             

وكل مثالي أعظمي في حمقة تبديمية واحدية ىو          . وكون  الأولية في 
مثالي أعظمي  𝜇  √فنجد   في  اً أولي اً المثالي الصفري يمثل مثاليمثالي أولي و 
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𝜇اً مثالي  ويكون  ( يوجد عدد 2-4. وحسب التمييدية السابقة )اً بتدائيا         
 .𝜇        𝜇    𝜇يحقق    صحيح موجب 

 " نجد      مثالي رئيسي وحسب نتيجة" 𝜇( يكون 2وحسب )
       

 

(
    

  )     حيث    

 فضاء شعاعي معرف عمى الحقل     

 
 ، ومنو

      
 
.
𝜇   

𝜇 /      
 
(

 

𝜇 
)      

 
(

 

𝜇 
)      𝜇   

𝜇وذلك لأنو في حالة   𝜇  𝜇  (: يوجد عنصر 4  (9  𝜇   سيكون𝜇      
  𝜇   و  مودول منتيي التوليد عمى  𝜇)وذلك كون          وذلك حسب نتيجة

. حسب         ( وىذا غير ممكن لأن  𝜇     حمقة محمية أي إن 
أي     يكون   𝜇  ، وبما أن  𝜇    يحقق     ( يوجد 9الفرض )

مغاير    ( من أجل أي مثالي   في 9حسب الفرض ) .و من ثم  𝜇    إن 
 𝜇    و كون   𝜇  يحقق :     لممثالي الصفري يوجد عدد صحيح 

 وبذلك يتم المطموب .        𝜇  نجد 
  وفي حالة  رئيسفإنو مثالي       ، إذا كان  مثالي في   ليكن  (:5  (4

    و     نو يوجد عدد صحيح فإ مغاير لممثالي الصفري   مثالي في 
منطقة مثاليات رئيسية.   (، أي إن 4الفرض ) ، وذلك حسب      يحققان : 

منطقة   وكون  ،إن كل مثالي أعظمي في الحمقة التبديمية الواحدية ىو مثالي أولي
𝜇عنصر أولي يحقق    نو يوجد مثاليات رئيسية فإ ، وكل منطقة     

( 4-9ة ىي منطقة تحميل وحيد، ومنو يكون حسب التمييدية )رئيسمثاليات 
حمقة محمية   𝜇   ، ولكن  حمقة تقييم من أجل تطبيق تقييم )متقطع(        

)لأن  نوثرية وليست حقلاً   حمقة تقييم وحسب الفرض           أي إن 
حمقة   ومنو تكون ،حمقة تقييم  ونوثرية وليست حقلاً   ( ومما سبق         
 تقييم متقطع.

 (.4-4( : صحيحة وذلك حسب المبرىنة )4  (5
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  . إن         ونوثرية بُعدىا    منطقة صحيحة   لتكن . نتيجة: 4-4
من  حمقة ناظمية   حمقة ناظمية محمياً، أي إن   منطقة بريفر إذا وفقط إذا كانت 

 .  في  𝜇أجل أي مثال أعظمي 
حمقة تقييم محمياً، وذلك حسب   منطقة بريفر إذا وفقط إذا كانت   إن ثبات:  الإ

 (2-9المبرىنة )
حمقة تقييم   ن لتبديمية الواحدية مثالي أولي، فإوكون كل مثالي أعظمي في الحمقة ا

(. 9-4لمبرىنة السابقة )حمقة ناظمية محمياً، حسب ا  محمياً إذا وفقط إذا كانت 
حمقة ناظمية محمياً. وبذلك يتم   إذا وفقط إذا كانت منطقة بريفر    ومن ثم  

 المطموب.
ن البُعد حمقة الأعداد الصحيحة. نمحظ إ      ℤ   : لتكن (4)مثال

ي           :ىي  ، ومجموعة المثاليات الأعظمية في   ونوثرية وى
𝜇                                                           

 . "Pruefer"منطقة    من ثم  حمقة ناظمية محمياً، و      كما أن 
  (: إن  2مثال)

        

           
  ، حيث         وبُعدىا    حمقة نوثرية و 

    ، و ىي ناظمية، لأنيا منطقة تحميل وحيد        حظ أن حقل ما. نم
 ، ومن ثم  [14]ىي ناظمية أيضاً  𝜇عند أي مثالي أعظمي    وحمقة تموضعيا 

  تكون 
        

           
 ، أي إنو أي مثالي فييا سيكون قابلاً "Pruefer"منطقة  

 لمقمب.  

والحمقات  "Pruefer"لبحث دراسة العلاقة بين مناطق ايُقدم ىذا الخاتمة:  -5
والتقييم محمياً وضمن شروط، ويُعد ىذا البحث امتداداً لمبحث  محمياً  الناظمية

الذي يدرس العلاقة بين حمقات التقييم والحمقات الناظمية وضمن شروط ، [1]
موجود في كلا الدراستين، كرؤى مستقبمية          أيضاً. إن شرط البُعد 

أو التعميم ربما يتم الاستغناء عن ىذا الشرط والاستعاضة عنو بشرط أقل قسوة 
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إلى حمقات بُعدىا أكبر من واحد. بالإضافة إلى أنو يمكن استخدام قواعد 
"Groebner"  من أجل كتابة خوارزميات اختبار لأنواع ىذه الحمقات وتنفيذىا في

 .حاسوبنظام جبر 
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