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ABSTRACT 
In this paper ,we study asymptotic properties of solutions of the following 

third – order differential equations with -P  Laplacian                                        
 

In the sequel,it is assumed that all solutions of the equation(1) are 
continuously extendable throughout the entire real axis.  

We shall prove sufficient conditions under which all global solutions  are 
asymptotic to  where a,b,c are real numbers.    

 
     Key words: Differential equations, Asymptotic behavior, 

p-Laplacian, Bihari's inequality.  
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  المقدمة –1
ادلـة تفاضـلية   بدراسة الخواص المقاربة للحلـول مـن أجـل مع   ، سنهتم في هذا البحث

  :من الشكل  غيرخطية من المرتبة الثالثة بثابت لابلاسي 

 

  :مقرونة بالشروط الابتدائية الآتية

  

  .وإثبات مبرهنات جديدة حول الحلول الشاملة] 14[ وذلك بتعديل شروط المبرهنات في

السلوك المقارب للحلول الشاملة للمعادلـة   التحقق من الهدف الرئيسي من هذا البحث هو

في نقطة اللانهاية بأنه مشابه لمعادلات منحنيـات الدرجـة الثانيـة غيـر     ) 1( التفاضلية

  .إذ  عندما  الصفرية 

سـي  نوقشت هذه المسالة لأجل معادلة تفاضلية غير خطية من المرتبة الثانية بثابت لابلا

وذلك عن طريـق اسـتخدام    ،]14[ من قبل ونة بشروط ابتدائية معينة مؤخراًمقر 

  .التعميمات الشهيرة لمتراجحة بيهاري وفرضيات دنان

أما الشروط الكافية لوجود حلـول لمعـادلات تفاضـلية مـن المرتبـة الثانيـة بثابـت        

 ،]20، 19، 18، 17، 13، 12، 11، 10، 8، 7[ فنجدها فـي المقـالات   لابلاسي

إلى أن الشروط الكافية لوجود حلول لمعادلات تفاضلية تابعية من المرتبة  الإشارةوتجدر 

مـن   نجـد كثيـراً  ]. 13,4-1[قد عولجت في البحـوث   الثانية بثابت لابلاسي 

فـة   بثابـت   الموضوعات المتعلقة بالمعادلات التفاضلية غير الخطية من مراتـب مختل 

  ]..16، 14[في  لابلاسي

  تعاريف ومبرهنات أساسية -2
  :1 [10] تعريف  -2-1
إذا حققت الشـروط    Hإنَّها تنتمي إلى الصف  يقال عن الدالة  

  : الآتية

  .وموجبة من أجل  دالة غير متناقصة ومستمرة من أجل   
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  :بحيث يكون مستمرة على الفترة  توجد دالة  

  و  لكل  

  :[10]  خواص الدالة  -2-2

 . من أجل   -1

 :وهذا ينتج من كون من أجل   -2

  

 محققة وجوباً  عندئذ   إذا كانت  -3

  :وهذا ينتج من كون

  

  .  من أجل   -4

  :[10]   1تؤطئة-2-3

لموافقتـان  هما دالتا الجداء المضاعف اإذْ  لتكن 

  :لهما على الترتيب عندئذ يكون
1-   
2-   
3-   
4-  

  :[15 ]   2تعريف -2-4

  :عندئذ نقول إنR ى دالتين معرفتين ومستمرتين عل لتكن 

  :بحيث يتحقق ذا وجد ثابت إ  

    

  .محدودة عندما  إذا كانت النسبة   :وبشكل مكافى

  لأن     عندما : مثال
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  :[15] 3تعريف  -2-5

  . :عندئذ يكون  :إذا تحقق

    عندما  :وكمثال على ذلك

  لأن 

  ):[6]متراجحة التكامل لبيهاري (  4تعريف -6- 2

   :إذا كان

دالتان ذات قيم حقيقية مستمرة وغيـر سـالبة علـى الفتـرة      µ ،uثابت موجب  و mإذ 

 وموجبة وغير متناقصة دالة حقيقية القيمة مستمرة على الفترة  و ]

  :وتحقق على الفترة 

  :عندئذ يكون  

  

  هـي الدالـة العكسـية     و  على الفتـرة   ـل الأصليةهي الدالة   Gإذْ

  و  ـل

  (D) [10]: مبرهنة -2-7

 وأن ،دالتان مستمرتان وموجبتـان علـى الفتـرة     لنفرض أن 

ولـتكن   ،دالة مطردة وغير متناقصـة ومسـتمرة علـى الفتـرة      

  .دالة الجداء المضاعف الموافقة لها  بحيث تكون 

 :إذا كان

    :فإن
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  : إذ

  :هي الفترة الجزئية التي من أجلها يكون  و هي الدالة العكسية للدالة  

   

  :[18] 5تعريف  -2-8

نت هـذه الدالـة   إذا كا )Continuable function(قابلة للاستمرار تسمى الدالة 

  .جميعها موجودة من أجل قيم 

  النتائج الرئيسية -3
إنها  يقال عن الدالة :  6تعريـف  -3-1

  .جميعها من أجل قيم ) 1(المعادلة  إذا حققت الدالة ) 1(حل للمعادلة

  :إذا كان  إنَّها تحقق الخاصية  نقول عن الدالة :   7تعريف-3-2

  

  :1مبرهنة-3-3

  :إذا تحققت الشروط الآتية 

  :مستمرة على الساحة الدالة   

  

  :إن إذ توجد دوال مستمرة   

  

                          

  ،موجبة وغير متناقصة  من أجل  إذْ إن الدوال  

    :ـوإذا رمزنا ب

  :فإن

t0 
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                     = + ∞ 

          :وبفرض أن 

  .يحقق الخاصية  )1( للمعادلة  فإن أي حل شامل

وباستخدام ) i(بحسب الشرط .  to=1دون أن نمس عمومية المسالة لنفرض أن  :البرهان

ينـتج أن    Standard existence theorems( [5, 9]( نتائج مبرهنات الوجود التقليدية

  :يوافق الشروط الابتدائية تملك حلاً ) 1(المعادلة 

  

  :على  نحصل لأجل  tإلى  1من ) 1(وبمكاملة المعادلة 

 

    

  :وبوضع

  
  :تصبح) 2(عندئذ فإن  

   

ومنها فإن:               

   

  :والاستفادة من عمليات الترجيح نجد tإلى  1من ) 5(مكاملة المعادلة وب

  

t0 
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  :ومنه فإن

   

  :والاستفادة من عمليات الترجيح نجد  t إلى ) 1( من) 6( وبمكاملة المعادلة

  
  :نجد أن) 7(و) 6(ومن ثم من  

   

  :وبتطبيق المتراجحة الشهيرة

  :نحصل على) 9(و) 8(على 

  

   

  :نجد من المبرهنة  وبالأخذ بالحسبان الشرط 

   

  

  إذ 

  :وكذلك نجد أن

p 
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  :إذ

  

  :تؤدي إلى) 4(كما أن 

  

    

  :وبوضع

  

   

  :بالشكل) 12(و) 11(و) 10(تصبح المتراجحات  عندئذ من أجل 

   

  
  :وهكذا نجد 
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، غير متناقصة مـن أجـل    gونظراً إلى أن الدوال  

  :على) 19(و) 18(و) 17(عندئذٍ نحصل من 

 

  

  

  :على من أجل) 13(وبناء على ذلك نحصل من 

                                   
    

  :ومن المعلوم أن المتراجحة الآتية

  .صحيحة دوماً 

  :وبناء على ذلك يكون

 

  
  :يكون  نجد أنه من أجل ) 23(وبتطبيق متراجحة بيهاري على 

  

                         :إذ

 التي تكون معرفة لأجل  هي الدالة العكسية للدالة  

  .متزايدة و  : والأكثر من ذلك فإن

  : وإذا فرضنا أن
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  :متزايدة نجد أن ومن كون 
A(T) ≤ G-1 (w) < +∞   

  ):16(و) 15(و) 14(وينتج من 

  

  

  

  :والمتراجحات الأخيرة تقتضي المتراجحات الآتية من أجل 

  

  

  

  :نجد أن  من المبرهنة  وبالاستفادة من الشرط 

   

   

   

   

متقارب إطلاقاًً ومن  وهذا يبرهن أن التكامل 

  :ثم فإن

  .موجودة ومحدودة 

  :بحيث يكون يوجد ثابت حقيقي  [5]  واستناداً إلى 

  t 
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  :يتال الشهيرة نجد أنوباستخدام قاعدة أوب، وأخيراً

  

  :يكون  ومن أجل أي ثابتين حقيقيين 

  

عنـدما   هـو   وهذا يعني بدوره أن السلوك المقـارب للحـل   

.  

  .وبهذا الشكل نكون قد أثبتنا صحة المبرهنة 

  :لتكن لديناالمعادلة التفاضلية غير الخطية من المرتبة الثالثة الآتية :مثال تطبيقي
 

  
  :نلاحظ أن 

  

  :وبملاحظة أنه من أجل 

  

  :ومن ثم كون

  

ومن ثم:  
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  له سلوك مقارب هو للمعادلة  إن أي حل ف 1سب المبرهنة ومن ثم ح

  .عندما   

  : 2مبرهنة

  :ذا تحققت الشروط الآتيةإ

  :مستمرة على الساحة الدالة    

   

  :بحيث :سالبة توجد دوال مستمرة غير  

  

  

غير متناقصة وتحقق  فإن الدوال  من أجل أي   

  :المتراجحات الآتية

   

   

  

  . هي دوال مستمرة لأجل  , , الدوال  إذْ

               

 إذْ يوجد ثابت    

  

 

  

  : إذْ

  :محقق للشروط الابتدائية) 1(للمعادلة  عندئذ أي حل 

t
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  .يحقق الخاصية  إذ 

  :يكون نجد أنه من أجل  1بإجراء المناقشة نفسها كما في المبرهنة  :البرهان

   

         

   

   

   

   

   

    

   

  

: إذ

  

  : أي  لنرمز للطرف الأيمن للعلاقة الأخيرة ب 
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  : عندئذ نستنتج 

   

  :وهكذا نجد

   

   

   

 غير متناقصـة مـن أجـل     gالدوال  ونظراً إلى أن

  : عندئذ نحصل على،

   

   

   

  :على) 25(نحصل من  وبناء على ذلك فإنه من أجل 
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 نجد أن الدوال  2 من المبرهنة وحسب الشرطين  

إذا كانـت  : [ 10]  1علاوة علـى ذلـك فإنـه وحسـب توطئـة     ، Hتنتمي إلى الصف 

هي دوال الجداء المضاعف الموافقـة لهـا    وكانت  

  :على الترتيب عندئذ فإن

هــي  وتكــون    

  :نجد) 29(على  [10] )(Dالجداء المضاعف الموافقة للمجموع وبتطبيق مبرهنة دالة 

    

   :إذ

  .هي الدالة العكسية للدالة  و   

مـن أجـل   ) 24(جميعها، لأنـه حسـب    محققة من أجل قيم ) 30(المتراجحة 

  :يكون 

   

  : لنضع الآن

  
ــى أن   ــراً إلـ ــن    ونظـ ــون مـ ــذ يكـ ــدة عندئـ ــة متزايـ  دالـ

)30(:  

  :بالشكل الآتي) 28(و) 27(و) 26(ومن ثم تصبح المتراجحات     

   

  

  

ds
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ــرط     ــى الش ــالعودة إل ــة  وب ــن المبرهن ــتنتج 2م ــا نس ــل   فإنن أن التكام

  :متقارب إطلاقاً ومن ثم فإن 

  .موجودة ومحدودة   

  :وهذا يعني بدوره أن 

  . 2وبهذا الشكل نكون قد أثبتنا صحة المبرهنة 

  :المرتبة الثالثة الآتية لتكن المعادلة التفاضلية غير الخطية من :مثال تطبيقي

  :وبإجراء الحسابات نحصل على من المعادلة      

      

جميعها محققة، وهذا يعني بدوره أن الحلول القابلـة   2وبذلك نستنتج أن شروط المبرهنة 

عنـدما   سلوك المقـارب  لها الكلّها  للمعادلة  [18]للاستمرار

  

  . إذ 

  : 3مبرهنة 

  :إذا تحققت الشروط الآتية

  :مستمرة على الساحة الدالة  

   

  :بحيث يكون توجد دوال مستمرة   

ƒ│  

  ،موجبة وغير متناقصة فإن الدوال  من أجل  
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  :   وإذا رمزنا ب

  : إذ يكون

    

  .يحقق الخاصية ) 1(للمعادلة  فعندئذ كل حل 

  ).1(رهنة يتم بشكل مشابه تماماً للمب: البرهان

  :لتكن المعادلة التفاضلية غير الخطية من المرتبة الثالثة الآتية :مثال تطبيقي

  :وبإجراء الحسابات نحصل على من المعادلة 

جميعها محققة، وهذا يعني بدوره أن الحلول القابلـة   3وبذلك نستنتج أن شروط المبرهنة 

عنـدما     كلّها لهـا السـلوك المقـارب    معادلة للاستمرار لل

  .إذ  

ds
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