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ملخّصال  

: وهي R )واحدية(في هذه الورقة العلمية تعاملنا مع ثلاثة أنواع من التشاكلات بين مثاليين في حلقة               

وذكرنا عدداً من الأمثلة على ذلك، وأثبتنا أن أسرة .  ـ تشاكل مودولي، وتشاكل مثالي R تشاكل حلقي، و

تُشكل فئـة  )  ـ تشاكلات المودلية، التشاكلات المثالية Rالتشاكلات الحلقية، (مع  R المثاليات في الحلقة 

  .على الترتيب) الأول، الثاني، الثالث(دعوناها فئة مثاليات من النوع 

أوردنا عدداً من الأمثلة وعدداً من التشاكلات الفئوية المتعلقة بالفئات السابقة، وأثبتنا بالاستفادة من              

 من النـوع   R  فئة مثاليات الحلقة  حلقتين متماثلتين فإن SوR خواص المثاليات أنه في حال كانت 

   .   كما أثبتنا أن. الثالث تماثل

  . R   التشاكلات المثالية، فئة مثاليات حلقة:ةالكلمات المفتاحي
  
  

  MSC 18A99, 18B99, 16D25 2010 :التصنيف الرياضياتي العالمي



  Rفئة المثاليات في حلقة   ـشحادة وإسماعيل

  226 

  

  

  

Category of Ideals in a Ring R 
 

H. Shehada  and  F. Ismail 
Department of Mathematics, Faculty of Science, Damascus University, Syria. 

Received 24/02/2010 
Accepted 07/03/2011 

ABSTRACT 

In this scientific paper we dealt with three different types of 
homomorphisms between two given ideals in a ring with unity shown as 
follows: ring homomorphism, R- module homomorphism and ideal 
homomorphism, which were supported by several examples. 

Furthermore, we prove that the family of ideals in a ring  R with ring, R - 
module and ideal homomorphisms forms the category of ideals of the first, 
second and third type, respectively. The next step was dedicated to support all 
previous ideals by examples and functor between such categories. 

Finally, using the properties of ideals we prove that for two isomorphic 
rings  then , the category of ideals in Rof the third type is isomorphic 

with , moreover , . 
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  :مقدمةال .1
 بين عناصـر رياضـية      morphismsتظهر نظرية الفئات كنظام من المورفيزمات       

بمعنى أن نظرية الفئات تسأل كلَّ نوع من العناصر الرياضية ما المورفيزمـات؟             . معينة

وبحيث يجب أن توصف هذه المورفيزمات وتحدد تماماً كما العناصر الرياضـية ضـمن              

  .الفئة 

ورقة العلمية قمنا ببناء فئة جديدة عناصرها الرياضية هي المثاليات ضـمن            في هذه ال  

أن كل مثالي ضمن الحلقة هو حلقة جزئية منهـا          على اعتبار   الحلقة وحددنا مورفيزماتها    

فضلاً عن أنه مودول جزئي على الحلقة، وبذلك يمكننا أخذ المورفيزمات لفئة المثاليـات              

) 3.2تعريـف   (تشاكلات المودولية أو التشاكلات بين مثاليات       إما التشاكلات الحلقية أو ال    

ومـن خـلال هـذا      ) 1.3مبرهنة  (ونعرف بذلك ثلاثة أنواع لفئة المثاليات ضمن حلقة ما        

النظام الجديد للمثاليات والتشاكلات بينها ضمن الحلقة ودراسة خواصها نـضيف مفـاهيم             

  .جديدةً إلى نظرية الحلقات والمثاليات

  .ن الحلقات الواردة في هذا البحث جميعها هي حلقات واحديةنشير إلى أ

  :تعاريف و أمثلة. 2
 أسـرة    أسرة مثالياتهـا اليـسارية، و       أسرة مثالياتها، و   I  ولتكن ،حلقة Rلتكن  

  .مثالياتها اليمينية

 تشاكلاً مثالياً مـن      عندئذٍ  نسمي التطبيق      إذا كان . 1.2تعريف

  : ، إذا كان تشاكلاً حلقياً أي Rالنوع الأول على الحلقة 
1)  
2)      

  

  .R  هو واحد الحلقة1 حيث  يجب أن يحقق  فإنوإذا كان 

، )2(و) 1( يحقق الـشرطين     التشاكل   فإن   وفي الحالة التي يكون فيها      

  .وكذلك الأمر في الحالة التي يكون فيها 
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عندئـذٍ نـسمي التطبيـق       و  بحيث  إذا كان   . 2.2تعريـف 

ـ تشاكلاً مودوليـاً  R ، إذا كان R تشاكلاً مثالياً من النوع الثاني على الحلقة 

  :أي) يسارياً ويمينياً(
1)  
2)  
3)  

  

  .R  هو واحد الحلقة حيث  يحقق أيضاً  فإنوإذا كان 

) 2(و) 1( يحقـق الـشرطين       فإن التشاكل    وفي الحالة التي يكون فيها      

) 3(و) 1( يحقق الشرطين     فإن التشاكل    فقط، وفي الحالة التي يكون فيها       

 .فقط

ــف ــان . 3.2تعري ــق  و إذْ إذا ك ــسمي التطبي ــذٍ  ن عندئ

  ، إذا حقق Rث على الحلقة  تشاكلاً مثالياً من النوع الثال
1)  
2)                      
3)  
4)  

  .R  هو واحد الحلقة1 حيث  يحقق أيضاً  فإن وإذا كان 

 )2(و) 1( يحقـق الـشروط       فإن التشاكل    وفي الحالة التي يكون فيها      

) 1( يحقق الشروط      فإن التشاكل     فقط، وفي الحالة التي يكون فيها       ) 3(و

  .فقط ) 4(و) 2(و

 تشكلان مثالياً    و    إن المجموعتين    لتكن  . 4.2مثال

 مثالي من النـوع      هو تشاكل  فيها والتطبيق   

   . على  هو باقي قسمة  حيث R الأول على الحلقة 
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  إن جميـــع مثالياتهـــا مـــن الـــشكل   لـــتكن . 5.2مثـــال

  و ومـن أجـل      [p24[6]] ، حيث   

 هو تـشاكل      إن  و  حيثيها  مثاليين ف 

  .R مثالي من النوع الثاني على الحلقة

  إن كـــلاً مـــن لـــتكن . 6.2مثـــال

  هو تشاكل مثالي من وR  مثالي في و

 .R النوع الثالث على الحلقة

من التعاريف السابقة نلاحظ أن كل تشاكل مثالي من النوع الثالث هـو             . 7.2ةملاحظ

تشاكل مثالي من النوع الأول، وهو تشاكل مثالي من النوع الثـاني، وينـتج مباشـرة أن                 

  .تركيب تشاكليين مثاليين من النوع الثالث هو تشاكل مثالي من النوع الثالث

  :R ةبناء فئات مثاليات في الحلق. 3

 مع التشاكلات المثالية مـن النـوع   R ن مجموعة المثاليات في الحلقة إ .1.3نة   مبره

  .تشكل فئة )الثاني، الثالث(الأول 

  نأخذ:    البرهان

Objects :المثاليات في الحلقة R.  

الثـاني، الثالـث علـى      (التشاكلات المثالية من النوع الأول      : arrows المورفيزمات

  . R على الحلقة) الترتيب

تـشاكل  ـ  R(هو التشاكل الحلقي   يكون مورفيزم الواحدة له   لكل مثاليعندئذٍ

  .المطابق) ، التشاكل المثاليالمودولي

هـو تـشاكل    ) مودوليين، مثاليين من النوع الثالث    (ولما كان تركيب تشاكلين حلقيين      

ورفيزمات ممكنة ضمن الشروط المألوفـة،      فإن عملية تركيب الم   ) مودولي، مثالي (حلقي  

  :وهي تحقق

  أي من أجل المورفيزمـات    : الخاصة التجميعية  -1

    فإن 
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ــدة -2 ــانون الواحـ ــورفيزم  :  قـ ــل المـ ــن أجـ ــإن مـ  فـ

  .       

ت المثاليـة مـن النـوع        التي مورفيزماتها التشاكلا   R سندعو فئة المثاليات في الحلقة    

، R علـى الحلقـة   ) الثاني، الثالـث  (فئة مثاليات من النوع الأول      ) الثاني، الثالث (الأول  

  ). على الترتيب ،  ( وسنرمز لها بالرمز 

التـشاكلات   مـع    بالأسلوب نفسه نبرهن أن مجموعة المثاليات اليسارية في الحلقة          

بينها تشكل فئة مثاليات يسارية من النـوع الأول         ) الثاني، الثالث (المثالية من النوع الأول     

، وأن  ) على الترتيب  ،   (  نرمز لها بالرمز     Rعلى الحلقة   ) الثاني، الثالث (

الثـاني،  (ع التشاكلات المثالية من النوع الأول        م R مجموعة المثاليات اليمينية في الحلقة    

 نرمـز   R على الحلقة   ) الثاني، الثالث (تشكل فئة مثاليات يمينية من النوع الأول        ) الثالث

  ). على الترتيب،  ( لها بالرمز 

 هي فئـات غيـر خاليـة        إن فئة المثاليات بأنواعها الثلاثة لأي حلقة        . 2.3ملاحظة

  فـي هـذه الفئـات،        objects كـَ   R والمثالي التافه    O لاحتوائها على المثالي الصفري   

 الاحتـواء القـانوني     وعلى مورفيزمين مغايرين لمورفيزمي الواحدة وهمـا        

  . التشاكل الصفريو

 ولنأخـذ   K  المربعة على الحقـل     حلقة المصفوفات   لتكن   .3.3مثال

  :المجموعتين

 
  :، والتطبيق أي  مثالي يساري في  وعندئذٍ إن كلاً من 

 هو تشاكل مثـالي مـن النـوع         

ــة  ــى الحلق ــةالأول عل ــات الفئ ــد مورفيزم ــه أح ــق .   أي إنّ والتطبي
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  هو أيضاً أحد مورفيزمـات       

   .الفئة 

 في  [p19[1]]   يكون    و   وبملاحظة أن   

   .الفئة 

 وهي حلقة   لنأخذ   .4.3مثال

، ي في    هو مثال  ، و إن    [p10[5]]واحدية تبديلية   

 هو تشاكل مثالي من النوع        و  أي    

   .    أي إنّه أحد مورفيزمات الفئة الأول على الحلقة 

 و لنأخـذ     حلقة المصفوفات المربعة على الحقل        لتكن   .5.3مثال

  :المجموعتين 

 
، ، أي   [p6[4]]  مثالي يميني في      و   دئذٍ إن كلاً من     عن

  :والتطبيق

 هو تشاكل مثالي من النوع الثاني أي إنّـه          

  والتطبيـق    . أحد مورفيزمات الفئـة   

   .هو أيضاً أحد مورفيزمات الفئة 

ــون و و بملاحظــة أن  ــة  يك ــي الفئ  ف

.    

 إن مثالياتهــا المغــايرة للــصفر والفعليــة جميعهــا  لــتكن .6.3مثــال

[[6]p4]proper ideals   ـ  مـن الـشكل   أي التي لا تساوي الحلقـة   ثحي

  : يكون عندئذٍ في . عددان ليسا أوليين فيما بينهما  و  و
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Objects :   6 و  و  حيـث  مـن الـشكل     المثاليات الفعلية 

   . والحلقةالمثالي الصفري بالإضافة إلى عددان ليسا أوليين فيما بينهما، 

، ونأخـذ   R التشاكلات المثالية من النوع الثالث على الحلقـة       : arrowsالمورفيزمات  

    على سبيل المثال المورفيزم  

  : يكون  عندئذٍ في  ،لتكن . 7.3مثال

Objects :   20 و  و  حيث من الشكل   المثاليات الفعلية 

   .والحلقة  O المثالي الصفريبالإضافة إلى عددان ليسا أوليين فيما بينهما، 

، و نأخـذ    R التشاكلات المثالية من النوع الثالث على الحلقة      : arrowsالمورفيزمات  

   على سبيل المثال المورفيزم
  : يكون عندئذٍ في  ،لتكن . 8.3مثال

Objects :   و  حيـث    مـن الـشكل     المثاليات الفعلية m 30و 

  .والحلقة O عددان ليسا أوليين فيما بينهما بالإضافة إلى المثالي الصفري 

نأخـذ  و،   R التشاكلات المثالية من النوع الثالث على الحلقة      :  arrowsالمورفيزمات  

   على سبيل المثال المورفيزم 
  المثاليات من النوع الثالث  فئة خواص. 4

 وإيجـاد بعـض التـشاكلات الفئويـة         بناء فئات جديدة اعتماداً على الفئة       . 1.4

  :المتعلقة بها
 يمكننا بناء حلقات جديدة ، منهـا        Rرية الحلقات اعتماداً على حلقة ما       نعلم أنه في نظ   

مثـالي  A  حيث [p96[3]]  وحلقة الخارج [p120[2]] حلقة الحدوديات 

 منها  ، وعلى هذا الأساس يمكننا بناء فئات جديدة اعتماداً على الفئة            R ليس أعظمياً في  

   . و 

   : من الفئة بناء الفئة  -1

  . مثالي في  فمن الواضح أن R  مثالياً فيA إذا كان: أولاً
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 فهو تشاكل حلقي، ومن ثم يوجـد         مورفيزماً في الفئة     إذا كان   : ثانياً

   [p123[2]] قي وحيد   تشاكل حل

  حيث

أي إنّه مورفيزم   . 3.2من التعريف   ) 4(و) 3( يحقق الشرطين     وبسهولة نثبت أن    

   .في الفئة 

        : يكونوبالتالي

        
  لأن functor [[1]p13]تشاكل فئوي   

  حيث

 
 مـورفيزمين قـابلين      و  ومـن أجـل      فإن  

   يحقق فإن للتركيب في 

                 

  : ومن جهة ثانية

   .ومنه 

   : مثالي ليس أعظمياً في  حيث  الفئة  من  بناء الفئة -2
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  يحـوي    R  مثالي فـي    حيث  من الشكل    إن كل مثالي في الحلقة      

[[2]p114] .     ولنأخذ الفئـة   لنأخذ المجموعة  

  : فيها من [p15[1]] جزئية   فئة

Objects : التي تحوي المثالي جميع مثاليات الحلقة .   

 التي  التشاكلات المثالية من النوع الثالث والمأخوذة من        :  arrows المورفيزمات  

 مثاليات   و    حيث ة    مورفيزماً في الفئ    إذا كان   :تحقق الشرط 

  . يحقق فإن   تحوي Rمن 

 إنّه مـن أجـل   حيث  يمكننا بناء فئة جديدة، وهي الفئة     عندئذٍ بناء على الفئة   

  حيث يوجد تقابل محافظ على علاقـة          فإننا نقابله بالمثالي     

 التـي  R  من الحلقـة  بين المثاليات (one to one order preserving) الترتيب 

ومـن أجـل    ،  [p2[5]]  مـن الحلقـة       والمثاليـات    تحوي المثـالي    

   فـإن       من  مورفيزم 

  . ويحقق  يقابل مورفيزم من 

  أعظمياً فـإن  وتجدر الملاحظة أنه في الحالة التي يكون فيها المثالي         

  . فقط لقة  هي المثالي الصفري والح في الفئة objectsوأن الـ 

  و  إنّـه تماثـل فئـوي بـين الفئتـين            نقول عن التشاكل الفئـوي      

Equivalence of categories مـن أجلـه يكـون     إذا وجد تشاكل فئوي 

 natural isomorphisms تمـــاثلين طبيعيـــين  و

[[1]p16] ونقول في  .  على الترتيب   التشاكل الفئوي المطابق للفئة       حيث

 [p93[1]]. ونكتب  تماثل الفئة هذه الحالة أن الفئة 

   .حلقتين مثماثلتين فإن   S وRإذا كانت . 2.4مبرهنة

:           تشاكلاً حلقياً غامراً ومتبايناً، نأخذ يوجد  بما أن :البرهان  
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  حيث و  حيث 

   .فإن 

 تشاكل مثالي من    فإن   R تشاكلاً مثالياً من النوع الثالث على الحلقة         فإذا كان   

 حيـث  :  ، لأن النوع الثالث على الحلقة     

  : فإن 

 
 

 
 

 حيـث   فإنه يوجـد      من أجل    وبالتالي حلقي غامر     تشاكل  بما أن 

   ومنه 

 

 
   . بالأسلوب نفسه يكون  

 فـي    مورفيزم الواحدة لـِ      تشاكل فئوي لأنه من أجل       أيضاً إن   

ــإن   ــه فـ  ، ومنـ

 مورفيزمين   و وإذا كان   . 

  :  فإنلتركيب في قابلين ل
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 : ومن جهة ثانية

  

  حيث

          

                                                  

   .ومنه 

  :  ولنأخذ

 
 بالأسـلوب   حيث  

  إذا كـان     R تشاكل بين مثاليين من النوع الثالث على الحلقـة           نفسه  نثبت أن     

  . تشاكل فئوي ، وأن تشاكلاً مثالياً من النوع الثالث على الحلقة 

  : و بملاحظة أن
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 .  التشاكل الفئوي المطابق للفئة       حيث تماثلاً طبيعياً    يكون  

   .ومن ثم .   تماثلاً طبيعياًوبالأسلوب نفسه  يكون 

ــيكن .3.4نتيجــة ــة و ل ــاليين فــي حلق ــا أن  بحيــث R  مث  وبم

R
A R

B B
A
   .فإن≅

 [p91[3]]. حلقة  حلقتين إن S وRلتكن 

 R مثـالي فـي       فإن  مثالياً في الحلقة     إذا كان   . 4.4تمهيدية

    . مثالي في و
الية تُشكل مثالياً فيها     غير خ   مجموعة جزئية من      لتكن   : الإثبات

  :يكفي ملاحظة ما يأتي

  

  

  

  

 
   . مثالياً في  و   مثالياً في  يكون  

  : فيها حلقتين عندئذٍ  وإذا كانت 

bjects  :مثالي في  حيث المثاليات من الشكل  Rمثالي في  و .  

  إذْ   الأزواج  : Arrowsالمورفيزمات  

مثالي مـن النـوع    تشاكل وR  تشاكل مثالي من النوع الثالث على الحلقة

 وذلك أيـاً كـان       وبحيث الثالث على الحلقة    

.   
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 تشاكلاً مثالياً من النـوع الثالـث علـى الحلقـة            ووفقاً لهذا التعريف يكون     

ــالي     .  ــدة للمثـ ــورفيزم الواحـ ــون مـ ــث يكـ  وبحيـ

  : نعرف عملية تركيب المورفيزمات بالشكلوبحيث هو

:                فـإن   مورفيزمين قـابلين للتركيـب فـي          و من أجل   

   

 هـو الفئـة      و   أن جداء الفئتين     [p36[1]] ولدينا حسب تعريف جداء الفئات    

  :  ويتحقق فيها

Objects  : و  حيث الأزواج .   

 حيث  الأزواج  : Arrowsالمورفيزمات  

ون مورفيزم الواحدة لــِ     ، وبحيث يك   مورفيزم في     و مورفيزم في   

 مـورفيزمين    و  و من أجـل       هو   

    . :قابلين للتركيب فإن
   .: حلقتين فإن  و إذا كانت  .5.4مبرهنة

   لنأخذ: البرهان 

  
  و بملاحظــة أن 

      مورفيزمين قابلين للتركيب في  و ومن أجل 
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  :  ولنأخذ .  تشاكلاً فئوياًيكون 

  
ــة أن   : وبملاحظـ

     مورفيزمين قابلين للتركيب في  و ومن أجل 

 
                        

  حيـث  تماثلاً طبيعيـاً     يكون   تشاكلاً فئوياً و   يكون  

 الأسلوب نفسه يكون  وب  . التشاكل الفئوي المطابق للفئة       

    .تماثلاً طبيعياً ومن ثم 

  يمكننا تعميم المبرهنة السابقة على عدد منتهٍ من الحلقات 

ــة ــتكن .6.4مبرهن ــذٍ                ل ــات عندئ ــن الحلق ــة م ــرة منتهي  أس

      

  . يتم البرهان بأسلوب مماثل للمبرهنة السابقة :البرهان 
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