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ABSTRACT  

In this work, we studied Pell equations X2 - DY2 = ±2. We showed when both 
of these equations are solvable, and we found the necessary and sufficient 
condition for the solubility of each one by the continued fractions and the 
concept of the central norm. 
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  مقدمةال
  :هي المعادلة Pell equation معادلة بل: تعريف

 - D  = N  
  لهـذه (x,y) ونوجد الحلول الـصحيحة ، D > 0  وحيث، عددان صحيحانD,Nحيث 
 .المعادلة

 ، مـوجبين x , y إذا كان positive solutionلمعادلة بل حلاً موجباً  (x,y) يسمى الحل
  . g.c.d(x,y) = 1إذا كان  primitive solutionويسمى حلاً أولياً 

ا أن تكون غيـر قابلـة   معادلة بل إم عندئذ،  ليس مربعاً كاملاDًإذا كان ، في الحقيقة  
  .للحل أو تملك عدداً لانهائياً من الحلول

وأهـم  ، Nوقيم محددة لـ D دة لـدرس بعض الرياضيين معادلة بل من أجل قيم محد 
D - حالاتها هما المعادلتان  =  ±1 .  

D - في هذا البحث ندرس المعادلتين  تين وقد سبقنا إلى دراسـة هـا  ،  ±2 = 
  :على سبيل المثال ، المعادلتين عدد من الرياضيين

 ليتوصـل إلـى نتـائج تتعلـق         Lagrangeنتـائج     من بعض  Mollinاستفاد   [2]في  
D -  ينبالمعادلت  = ±2 .   
D -   صيغة تعاودية لإيجاد حلول المعادلةTeckanأعطى  [8] في  = 2 .  
D - المؤلفون المعادلة  درس [9] في   . t ≥ 0حيث   = 

  
  أهمية البحث و أهدافه

D - إلى دراسة المعادلتين  البحث هدف ولـيس مربعـاً    D > 0 عندما ±2 = 
م شرطاً لازماً وكافياً لقابلية حل كل من هاتين المعـادلتين  وتكمن أهميته في أنه يقد   ، كاملاً

  .Z في مجموعة الأعداد الصحيحة
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  مواد البحث وطرائقه
في هذا البحث نستفيد من الكسور المستمرة ومفهوم النظيم المركزي والنتائج المتعلقـة    

D - بالمعادلتين   = دراسة حيث نجزئ ، لاغرانج والتطابقات التربيعية  ومعيار±1 
D - المعادلتين   =   نعرض العلاقاتيأتيوفيما ،  D ≠ 2و  D = 2  إلى حالتين±2 

  .الأفكار التي اعتمدنا عليها في هذه الدراسةوالمبرهنات و
  :[3,4] مفاهيم أساسية

 لـه  الـذي يرمـز      لكسر المستمر البسيط الممثل لـ      إلى ا في هذه المقالة نحتاج     
  :بالرمز 

 = [ , ]  
)ℓ = ℓ حيث  =  ، هو طول الدور( )   ـ    ،) الجـزء الـصحيح لـ
من   =  نإأي ، رةـمتناظ , … ,  , داد ـــوالأع، 2 = 

  :  الشكل   يأخذومن ثمℓ −1 ، ≥  ≥ 1 لــل كــأج
 = [  , ]  

   [ ,6] =  :فمثلاً
)ℓويكون ) =12 ,   = 6 .  

  : يعطى بالعلاقة ≥ 0من أجل كل K  (The  th convergent) المقارب من المرتبة

 = [ , ]  

  :حيث
 =  +   
 =  +  

  .0 = ، 1 =  ،1 =  ، 0 = : وحيث

، 0 = حيـث  ،  =  هي) The complete quotients(المقامات التامة 

  :  يكون ≥1 ومن أجل كل ، 1 = 
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 =  -  

=  

(1)  =     

  :يةالآتسنحتاج أيضاً إلى الحقائق 
(2) 1≤  

  :وكذلك،  ≥ 0من أجل كل وذلك 
(3)  - D  =  

  :يكون  ≥ 0 من أجل كل، وبشكل خاص
 - D  =  

 (4) عدد صحيح З  ≥ 0  Z حيث 1 =  ⇔  = 

  : لدينا ≥1 من أجل كل، أيضاً
 =  ,  =  ,  =   

             (5)         ≥  ≥ 1                        :يكون  ≥1 من أجل كلوكذلك 
1≤                                                                                            (6)  

  : عدداً زوجياً عندئذℓو إذا كان 
 =  =  =    

 =    

(7) 2  =   

   . للكسر المستمر الممثل لـ central normالنظيم المركزي  تسمى القيمة 

  
)ℓ = ℓبفرض أن :  1 [4] مبرهنة  عدداً ℓإذا كان  عندئذ. عدد صحيح   ≥1و  (
  : الموجبة للمعادلة كلّهالحلولازوجياً فإن 
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(8)  - D  = 1  
  :تعطى بالعلاقة

(x,y) = (  , )  

 :وتكون المعادلة 
(9)  - D  = -1  

  .غير قابلة للحل 
ا إذا كان أمℓتعطى بالعلاقة (8) الموجبة للمعادلةلّها ك عدداً فردياً فإن الحلول:   

(x,y) = (  ,  )  
 :تعطى بالشكل (9) الموجبة للمعادلة  كلّهاوالحلول

(x,y) = (  ,
 

 ) 
  

)ℓ = ℓبفرض أن : [1] 2مبرهنة   عدداً زوجياً فـإن  ℓ إذا كان عندئذ.   ≥1و (
) الموجبة هاكلّالحلول  D - للمعادلة  (    :تحقق العلاقة 1 = 

 =   
ا إذا كـان     أمℓ       الموجبـة   كلّهـا عـدداً فرديـاً فـإن الحلـول (   للمعادلـة  (

 -D    :تحقق العلاقة 1- = 
 =   

) الموجبة  كلّهاالحلولو D -   للمعادلة(    :تحقق العلاقة 1 = 
 =   

  
تكـون   عندئـذ ،  عـدداً صـحيحاً   > 0 عدداً أولياً و إذا كان  : 3 [5,6]مبرهنة
D -  المعادلتان  =  ,  - D  قابلتين للحل معاً إذا وفقط إذا كـان   - = 
ℓ(   . عدداً فردياً(
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 هـو  ℓولـيكن  ، ليس مربعاً كاملاً عدداً صحيحاً موجباً وDليكن  :[7]لاغرانج  معيار  
 عدداً زوجياً إذا وفقط إذا تحقق ℓيكون  عندئذ،  طول دور الكسر المستمر الممثل لـ

  :نالآتييأحد الشرطين 
  :ن من أجله المعادلةتكو  >  > 1 حيث  = Dيوجد تحليل  (1)

 -  = ±1  
)إذا كان ، في هذه الحالة. قابلة للحل ) = (  هو أصغر حل موجـب لهـذه   (

  : يكونالمعادلة
(A)  =  .  

(B)  =  ،  = .  

(c) =  +  ،  = 2  .  
(D)  -  =   

 :تكون من أجله المعادلة  >  ≥ 1 حيث  = Dيوجد تحليل  (2) 
 -  = ±2  

)تملك حلاً  )إذا كان ، في هذه الحالة. فرديان حيث  ( ) = (  هو (
  :عندئذأصغر حل موجب لهذه المعادلة 

(A)  = 2  .  

(B)  =  ،  =  .  

(c) 2  =  +  ،  = .  
(D)  -  = 2   

  المناقشةالنتائج و
D - لتي ذكرناها في دراسة المعادلتينفيما يلي نستفيد من الأفكار ا  =  إذ،  ±2 

ا عدا ذلك غيـر قـابلتين   وفيم،  D = 2سنبين أن هاتين المعادلتين قابلتان للحل معاً عندما
  . D ≠ 2كما نوجد الشرط اللازم والكافي لقابلية حل كل منهما عندما ، للحل معاً
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D - إذا كانت أي من معادلتي بل : 1توطئة    : عندئذ، لة للحل قاب±2 ═ 
  . عدد فرديD حيث D = 2D عدداً زوجياً فإن Dإذا كان  (1) 
  . عددان فرديان  عدداً فردياً فإن Dإذا كان  (2)

إذا كانـت  ، في هذه الحالة.  D ≡ 0(mod 4) عندئذ، 4D لنفرض أن (1): البرهان 
D - أي مـن المعـادلتين      لـذلك ،  عـدد زوجـي   قابلـة للحـل فـإن    ±2 ═ 

 ≡ 0 (mod 4) الآتي ويكون لدينا:  
 ±2 =  – D  ≡ 0 – 0.  ≡ 0(mod 4) 

  . خاطئ 4D الفرض أن ومن ثم، وهذا غير ممكن
 إذا كانت أي مـن معادلتـي بـل      ، في هـذه الحالة  .  عدد فردي  Dلنفـرض أن    (2)

 - D  عـدد  D الطرف الأيمن عدد زوجي و أننظراً إلى عندئذ، قابلة للحل ±2 ═ 
  . ا فرديان معاً أو زوجيان معاً  إم فإن ، فردي

  :ومن ثم ، (mod 4)0 ≡  ≡   عددان زوجيان فإن ,إذا كان 
±2 =  - D  ≡ 0 - D.0 ≡ 0(mod 4)  

  . فرديان   ومن ثم، وهذا غير ممكن
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2 - دراسة معادلتي بل   ═ ±2  
  

2 - معادلة بل  (1) :4 مبرهنة   وتعطـى حلولهـا الموجبـة   ،قابلة للحل 2 = 
) جميعها   :بالعلاقة  ≥1من أجل كل  (

 =                                   (10) 

2 - معادلة بل  (2)    جميعهـا وتعطى حلولهـا الموجبـة  ، قابلة للحل 2- ═ 
(   : بالعلاقة  ≥1 أجل كل من (

 =                                    (11) 

لقـسم الثـاني يبـرهن     لأن ا ، القسم الأول من هذه المبرهنة     كفي أن نبرهن  ي: البرهان
  .  نفسهاالطريقةب

) يكون  ≥1نبرهن أولاً أنه من أجل كل   حـلاً  (10) المعـرف بالعلاقـة   (
2 -  للمعادلة  ═ 2 .  

   :فإن  =  في الحقيقة إذا كان
  =   

من ثم:  

 - 2  = [ ][ ]   
 = -2    
 = -2  = (-2)(-1) = 2   

)نبرهن الآن أن الحلول  2 -   جميعها هي حلول معادلة بل(  = 2 .  
)نفرض جدلاً أنه يوجد حل موجب    ≥1يوجد عندئذ ، (10)لا يكتب بالشكل  (

  : بحيث يكون
 <  +  <   

 <  +  <   

k k 
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(12)      >  +  >  :من ثم  

  
2 -   أننظراً إلى عـدد   ومن ثم،  عدد زوجي  واضح أنفإنه من ال 2 = 

  .صحيح
) إن، من جهة أخرى 2 -  حل للمعادلة (   :لأن  1- = 

 - 2  =  -  =  =  =  = -1  

) ولكن  الذي طول دوره   في الكسر المستمر الممثل لـ(1,1) = (
) عدد فردي  1 -   يوجد عـدد فـردي  2 المبرهنةومن ثم بحسب ، ([  , 1] = 

   :يث يكونبح
 +   =                                              (13) 

  :نجد (12)في  (13)بتعويض 
 <  <   

  :ومن ثم ،  >  >  وهذه العلاقة محققة فقط عندما
 <  <   

لجدلي  الفرض اومن ثم،  عددان صحيحان متتاليان ,  وهذا غير ممكن لأن
  .وبوبذلك يتم المطل، خاطئ
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D - دراسة معادلتي بل    D ≠ ± 2 عندما ±2 ═ 
  

D -  إذا كانت أي من معادلتــي بـل  :2 توطئة  =   ، قابلــة للحــل   ±2 
)ℓ = ℓ فإن     .2 =  و  عدد زوجي(

  . عدد فرديDعدد زوجي أو  Dا إم :نميز حالتين: البرهان
 ـ Dحيث D = 2Dيكون  1 حسب التوطئةب عندئذ، عدداً زوجياً D إذا كان(1)  دد ع
D -  عددان صحيحان يحققان  ,نفرض أن . فردي  = من الواضح  عندئذ، ±2 

  ومـن ثـم  ، عـدد صـحيح    z ЗZحيـث   2z = ولنفـرض أن  ، عدد زوجـي  أن 
 - 2D   :نجد 2وبتقسيم طرفي المعادلة الأخيرة على  ±2 = 

 - D  =  ±1  
D > 2 > 1فإن عدد فردي  Dحيث  D = 2D ≠ 2  أننظراً إلى   ،ـ ومن ثم  سب بح

)ℓ = ℓنجد أن ) D =  ,2 = نضع (القسم الأول من معيار لاغرانج   عدد زوجي (
   .2 = و 

ــردي D نفــرض أن (2) ــدد ف ــيكن ، ع ــانين صــحيحي عــدد ,ول   ن يحقق
 - D  = حسب ب ومن ثم ،عددان فرديان  ,ن جد أن 1 حسب التوطئةب عندئذ ±2 

)ℓ = ℓنجد أن )  D =  ,1 = نضع (من معيار لاغرانج القسم الثاني   عدد زوجي (
   .2 = و 

  
D -  إحدى معادلتي بل: 1 نتيجة   .⇔ 2 =  قابلة للحل ±2 = 

D -  نجد أنه إذا كانت إحـدى المعـادلتين   2 حسب التوطئةب: البرهان   =  ±2 
   قابلة للحل
  .  2 = فإن 
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  :نجد أن (3) في العلاقة  = تعويض عندئذ ب،  2 =  إذا كان، بالعكس

 - D  =  = ±2 

ومن ثم ( , D -  حل لإحدى المعادلتين (  = ±2 . 

  
D -   إحدى معادلتي بل:2 نتيجة    . =   ⇔ قابلة للحل ±2 = 

  :فنجد أن (7) في العلاقة 1 = نعوض : البرهان
2  =  )                   14(  

  :الآتيأصبح لدينا 
D -  ى المعادلتينإحد  ⇔ 2 =   :1حسب النتيجـة  ب ⇔ قابلة للحل ±2 = 

   . =   :(14)من 

  
D -   إذا كانت إحـدى المعادلتين:3نتيجة  فـإن   قابلــة للحــل   ±2 = 
D - المعادلة    .غير قابلة للحل 1- =

D - إذا كانت إحدى المعادلتين : البرهان حـسب  ب عندئـذ ، قابلة للحل ±2 ═ 
)ℓ يكون   2التوطئة      تكـون المعادلـة    1حـسب المبرهنـة     ب ومن ثم ، عدداً زوجياً  (

 - D   .غير قابلة للحل 1- = 
  

D -  المعادلتان : 4نتيجة    . واحدغير قابلتين للحل في آن  ±2 = 
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D -   إذا كانت إحدى المعادلتين:البرهان  =  يكـون  عندئـذ ، قابلة للحـل  ±2 
ℓ( D -  المعـادلتين  نجد أن 3حسب المبرهنة ومن ثم ب ،عدداً زوجياً (  = ±2 

  . واحدغير قابلتين للحل في آن 
  

  :تكون المعادلاتعندئذ ،  D = 2إذا كان  (1) :5نتيجة 
 - D  = -1 ، - D  = 2 ،  - D  = -2  

  . واحد قابلة للحل في آن
  :إذا كانت إحدى المعادلات  عندئذ، D ≠ 2إذا كان  (2) 

 - D  = -1،  - D  = 2  ، - D  = -2  
  .فإن المعادلتين الباقيتين غير قابلتين للحل، قابلة للحل
 1- =  -  ومن حقيقة أن المعادلة4من المبرهنة  (1) يتضح برهان :البرهان 

  . (4)و (3) من النتيجتين (2) وينتج برهان، (1,1)قابلة للحل وأصغر حل موجب لها هو 
D -  إحدى معادلتي بل إذا كانت :3 توطئة   :فإن قابلة للحل ±2 = 

  1 -  =  أو  = 

 =   :(1)من العلاقة  :البرهان    

   2 =  : (1)سب النتيجة بحو

    ≥  ≥ 1 : (5)سب العلاقة بح  ≥ 1 ومن أجل كل
    =  : (2)حسب النتيجة بو

 لذلك يمكن أن نكتب  ،  ≥  ≥ 1 ومن ثم:  

 =  -                                                (15) 

  : ومن هذه العلاقات نجد أن،  1 -  , … , 1 , 0 = حيث
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 -  =  =   =    =      

 =  -  :إنأي       (16)   

  .  دد فرديع  و عدد زوجي  :نميز حالتين 
  أننظـراً إلـى  و،  عدد صـحيح 0 ≤ حيث  2 =  في هذه الحالة : عدد زوجي 

  =  نجد (16)بالتعويض في  عندئذ :  

 -  =   =   =   = 

 -    
2 -  ومن ثم   : نجد(15) وبالتعويض في، 0 =  ⇐ ⇐ 0 =   -  = 
 =   

2 =  في هذه الحالة: عدد فردي    أنونظراً إلى ، 0 ≤ حيث  1+   =  
  : نجد (16) بالتعويض في عندئذ

 -  - 1 =   =   =  

 =   =  -  - 1  

(15) وبالتعويض فـي ،   1 =  ⇐  =0 ⇐  1 -  -  = 1 -  -  ومن ثم 
  :نجد

 =  - 1  

  1 -  =  أو  =  أي إذا كان، صحيح 3 التوطئةهل عكس : السؤال الآن

D - فهل إحدى المعادلتين      ؟قابلة للحل  ±2 ═ 
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  . نوضح ذلكيأتيوفيما ، لعكس صحيح ما عدا حالات محدودةفي الحقيقة إن ا
  

D - فإن إحدى معادلتي بل   =  إذا كان: 4 توطئة   .قابلة للحل ±2 = 

   . ≥ 2 نستنتج أن (4) , (6)من العلاقتين :البرهان 

َ  أننظراً إلى  =   و  =   فإن  = و:  

  =                                                     (17) 

  : نجد أن(5) على العلاقة اًواعتماد
 1 ≤  ≤    

  :نجد أن  (17)عندئذ من العلاقة ،  ≥ 3 إذا فرضنا أن

 =   ≤   ≤   =   <   

نجد أن  (1)النتيجة حسب بو، 2 = لذلك  ، 3 >  ≥ 2ومن ثم، وهذا غير ممكن

D -  إحدى المعادلتين   .لة للحل قاب ±2 = 

D -   معادلتا بلوكانت، 1 -  =   إذا كان:5 توطئة كلاهما غير  ±2 = 

  .  D = 12 أو D = 8فإن ، قابلة للحل
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D -  بل ي لنفرض أن معادلت:البرهان  عندئـذ  ، كلاهما غير قابلة للحل ±2 = 
  .≥3 َ ومن ثم، (4)حسب العلاقة ب 1 ≠ كما أن ، 2 ≠  يكون 1حسب النتيجة ب

   :فإن  ≥  ≥ 1  أننظراً إلى

 =  -   

   .1 -  , … , 1 , 0 =  حيث
  أنونظراً إلى  =  1 -  =  و فإن:  

 - 1 =  =   =   =    

  : وبذلك وجدنا أن

 - 1 =                                 (18) 

  .  محققةهذه العلاقةالتي تجعل  ولنناقش قيم ،  1-  ,… ,1 ,0 =  حيث
 تكـون  2حسب النتيجة ب ومن ثم،   = 1 -  =  عندئذ يكون 1 = إذا كان 

D - إحدى معادلتي بل    .وهذا يناقض الفرض، قابلة للحل ±2 = 
2عندئذ   1 -  ≥  ≥ 2 إذا كان  -  ≤ 2 أصبح لدينا ،   ≥ 3 ولأن،  2 - 

  :الآتي

 - 1 =   ≤   ≤   =   
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 =   <  - 1  

  .وهذا غير ممكن
  : نجد أن(18)  العلاقة بالتعويض فيعندئذ، 0 = إذا كان 

 - 1 =                 (19)  

  :نجد    على2 بتقسيم

(20)                                                    2  =  +   

ض العلاقة وبتعوي، 1 >  ≥ 0 ومن ثم، عدد صحيح  ≥ 0 و  >  ≥ 0 ثحي

  :  نجد أن(19) في العلاقة (20)

 - 1 =   =   =   +  =   

نجد  (20) العلاقة في 1 -  = و بتعويض ،  1 -  =  ومن ثم:  
2  = ( - 1)  +   

ومن ثم:    (  − 2) =  −                   (21) 

2 −  نإأي     . حسب قيمبولنناقش ،   >  ≥ 0 حيث  − 

2 - و لكن  ، 2 -  >  - عندئذ  ،  >  > 2 إذا كان وهذا  ،  - 

   . ≤ 2 ومن ثم، غير ممكن 
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ومن ، 1 -  = ولكن ، 1 = نجد  (21)بالتعويض في  عندئذ، 2 =  إذا كان

(2)وهذا يناقض العلاقة ، 0 =  ثم.   

ددين متتاليين أحدهما يقسم وهذا يعني أن ع، 2 -  1 -  عندئذ، 1 =  إذا كان

  ؟الآخر فماذا يمكن أن يكون هذان العددان

   3 =  ومن ثم، 1 = 2 − و 2 = 1 −  :نإأي ، 2 و1 العددان هما

  :أصبح لدينا. 2 =   أننجد (21)وبالتعويض في 
 = 3 ،  = 2 ،  =  − 1 = 1                       (22) 

   حيـث D محـدود مـن الأعـداد الـصحيحة الموجبـة          ه يوجد عـدد    أنّ ونظراً إلى 
=   = 2   اً عن عددفإننا بالبحث عمليD     يحقق الكسر المـستمر الممثـل لـه

   .1 ≠  ومن ثم،  لن نجد هذا العدد،معاً (22) الشروط الثلاثة الموجودة في 

اً إما فرديان مع  , 2 − ولكن العددين ،  2 − عندئذ ،  0 =  إذا كان

عددان فرديان متتاليان أو زوجيان متتاليان وأحدهما       : ويصبح السـؤال ، أو زوجيان معاً    
  ؟يقسـم الآخر فماذا يمكن أن يكون هذان العددان 

 ـاعدد  , 2 − إذا كان   ـان فردي ،  3 =  ,1 = 2 –  عندئـذ ، نان متتالي

  . 2 = 1 –  =  ومن ثم، 3 =  نجد (21)وبالتعويض في 

  :يحقق الكسر المستمر الممثل له الشروط الثلاثة  D عملياً عن عدد بالبحث
 = 3،   = 3  ، = 2  

  . D = 12نجد ، واحد  في آن
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 ـان زوجياعدد  , 2 – إذا كان   ـ، نان متتالي ،  4 =  , 2 = 2 – ذٍ عندئ

وبالبحث عمليـاً عـن    ، 1 =1 -  =  ومن ثم ، 2 =  نجد (21)وبالتعويض في 

  :يحقق الكسر المستمر الممثل له الشروط الثلاثة D عدد
  = 4 ،  = 2 ،  = 1  

  . D = 8 نجد، واحد في آن
  

D -  إذا كانت إحدى معادلتي بل :6توطئة  عندئذ يكـون  ، قابلة للحل ±2 = 
  :الآتيلدينا 

D -   تكون معادلة بل(1)   . ℓ ≡ 0(mod 4)قابلة للحل إذا كان  2 = 
  .ℓ ≡ 2(mod 4) قابلة للحل إذا كان D  = -2  -  ة بلتكون معادل (2)

D -  إذا كانت إحدى معادلتي بل: البرهان  حـسب  بعندئذ ، قابلة للحل ±2 = 
  : نجد أن 2 و التوطئة 3العلاقة 

 − D  =  =  2  

إذا كانت المعادلة ومن ثم  - D  نإأي ،  1 = قابلة للحل يكـون   2 = 

  .  ℓ ≡ 0(mod 4)لذلك ، 4 يقبل القسمة على ℓ  ثمومن، عدد زوجي 

D-أما إذا كانت المعادلة   عدد  نإأي ، 1− =  قابلة للحل يكون 2−= 

  . ℓ ≡2(mod 4) لذلك ،4ولكنه لا يقبل القسمة على  2 يقبل القسمة على ℓومن ثم ، فردي
  

D -  إن أصـغر حـل موجـب لأي مـن المعـادلتين      :ملاحظة   هـو ±2 = 
( ,   : وذلك استناداً إلى العلاقة(
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 − D  =  =  2   

 
  :يأتيمما سبق نكون قد برهنا ما 

  :الآتيعندئذ يكون لدينا ،  D ≠ 2 , 8 , 12 إذا كان : 5مبرهنة 
D −  تكون معادلة بل •   :قابلة للحل إذا وفقط إذا تحقق  2 = 

  . 1 −  =  أو  =    (1)

   ≡ 0(mod 4) (2) .  
D −  ن معادلة بلتكو •   :حل إذا وفقط إذا تحقققابلة لل 2− = 

  . 1 −  =  أو  =   (1)

 ≡ 2(mod 4) (2)  .  
  .3 , 4 , 5 , 6 ينتج من التوطئات: البرهان 

  
  :أمثلة 

46 − لنحل معادلة بل (1)   = 2 :  
 = [6 ,  ]  

ℓ = 12 ≡ 0(mod4) ،  =  =  = 6 .  

−تكون المعادلة  5  المبرهنةومن ثم بحسب  46 غر حل وأص،  قابلة للحل2 = 
  :موجب لها هو

( , ) = ( , ) = (156,23)  

  
71 − نحل المعادلة (2)  = 2:  

 = [8 ,  ]  
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ℓ = 8 ≡ 0(mod4)  ، =  =  − 1 = 7   

تكون المعادلة  ومن ثم−  71   :وأصغر حل موجب لها هو، ابلة للحل ق2 = 
( , ) = ( , ) = (59,7)  

59 − نحل المعادلة (3)  = −2: 
 = [7 , ]  

 ℓ = 6 ≡ 2(mod4) ،  =  =  = 7  

تكون المعادلة ومن ثم −  59   :وأصغر حل موجب لها هو،  قابلة للحل2− = 
( , ) = ( , ) = (23, 3)  

  
67 − نحل المعادلة (4)  = −2:  

 = [8, ]  
 ℓ = 10 ≡ 2(mod4) ،  =  =  − 1 = 7  

تكون المعادلة ومن ثم −  67   :وأصغر حل موجب لها هو،  قابلة للحل2− = 
( , ) = ( , ) = (221, 27)  

   
  الاستنتاجات والتوصيات

D - إن معادلتي بـل     أهـم الحـالات الخاصـة مـن المعادلـة       مـن ±2 = 
 - D  = N  ،فإنه بحل إحديهما ، لأننا إذا درسنا هاتين المعادلتين من جوانب أخرى

D - ببساطة حل المعادلة يمكن   خصائص أخرى ليست موضوع فضلاً عن، 1 = 
  . اهتمامنا الحالي في هذا البحث 
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