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 الملخّص

، وبعملية    ب كل مجموعة مزودة بعنصرين متميزين يرمز لهما         اً محدود اً تبادلي -BCKنسمي جبر 
  .[1]يث تتحقق مجموعة من الخواص بح*  ثنائية يرمز لها

، تبادلي محدود ويحقق الخاصة الإضـافية   اً ضمني -BCK جبر Aليكن  
 Aلولي  الطيف الأ  A لمجموعة المثاليات الأولية     نا أن  بي [2]في الورقة العلمية    
لهذا الفضاء، سنبرهن أن الطيـف      في هذه الورقة العلمية سوف نورد سمات إضافية          .يشكل فضاء بولياً  

  .، وأنه يتمتع بقابلية العد الأولى، منتظم فضاء متراص عداًالأولي 
 الجزئيـة المؤلفـة مـن    كذلك نبين أنه غير مترابط وغير مترابط كلياً، وأن مركباته هي المجموعات   

 -BCK تشاكلاً بين جبـري    إذا كان    :الآتيةوأخيراً نقدم المبرهنة الأساسية      .واحد عنصر
  زد على ذلك إذا كـان .  يكون مستمراً، فإن التطبيق   ضمنيين

ــورفيزم ــإن ايزومـ ــ فـ ــافة   يكـ ــورفيزم، بالإضـ ــى ون هوميومـ ــكإلـ : ذلـ
.  

  
، منـتظم، لينـديليوف،     فضاء متراص عداً   الضمنية،   -BCK جبور :الكلمات المفتاحية 

  .مترابطفضاء ، يتمتع بقابلية العد الثانيةفضاء 
  
 



   الضمنية-BCKالسمات التبولوجية للطيوف الأولية لجبور   ـالعمار وقدسي

 296 

 
Les caractères topologiques du spectre premier 

d’une BCK – algèbre implicative 
 

Doha Al –Ammar  et  Elie Koudsi 
Département de Mathématiques –Faculté de sciences – Université de Damas-Syrie 

 
Received 29/11/2011 
Accepted 02/04/2012 

Résumé 
Une BCK-algèbre commutative bornée (Resp :implicative) est définie à 

partir de deux éléments distingués, notés , et une opération binaire noté* 
[1]. 

L’ensemble  des idéaux premiers d’une BCK-algèbre 
implicative   A  peut être muni d’une topologie booléenne[2]. 

Dans cet article, nous allons déduire les résultats principaus suivants: Le 
spectre premier  est un espace régulier, dénombrablement 
compact, et de plus, satisfait le premier axiome de dénombrabilité. 

Nous montrons ainsi que  est espace de Lindelöf, non connexe et 
non totalement connexe. En outre, nous avons le résultat suivant: 

Si  est un homomorphisme de BCK-algèbres implicatives; alors l’ 
application  est continue. De même, si  est un 
isomorphisme, alors  est un homéomorphisme et .            

 
Mots clés:  BCK-algèbre implicative, Espace dénombrablement compact, 

Espace régulier, De Lindelöf, Espace satisfait le premier 
axiome de dénombrabilité, Espace connexe. 
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   التبادلية المحدودة-BCKجبور -1
مـزودة   A هـو مجموعـة       التبادلي المحدود  -BCKجبرإن  . )[3]أو [1]( تعريف. 1.1

تتحقـق الخـواص   بحيث  *وبعملية ثنائية يرمز لها  0,1 بيرمز لهما عنصرين متميزين ب
  : الآتيةالخمس

 
  

 
 

 

  .A  عناصر منوذلك مهما تكن 
ذلك الموضوعة إلى ضافة إذا حقق بالإضمني  إنه   A التبادلي المحدود    -BCKيقال عن جبر  

   :الآتية
  

  . عناصر من وذلك مهما تكن 
  

  . رموز واصطلاحات.1.2
 العمليتـين  ولنعد،    ب، لنرمز أولاً   اً محدود اً تبادلي -BCK جبر إذا كان   
 وذلك مهمـا تكـن    و: الثنائيتين

  . عناصر من 
  :ذلك لديناإلى ، بالإضافة ، وأن  :من الواضح أن

   :وعليه يكون
   .:  فإناً ضمني-BCK جبرزد على ذلك، إذا كان 

  
  



   الضمنية-BCKالسمات التبولوجية للطيوف الأولية لجبور   ـالعمار وقدسي

 298 

  .التشاكلات. 1.3
  ل تـشاكلاً   تبادليين ومحدودين، يكون التطبيق      -BCK جبري  ليكن
   في 

  . و :إذا كان
  . :   وأن    :من السهل أن نرى أن

  
 .  [5] , [4] ادلية المحدودةب الت-BCKالمثاليات في جبور. 1.4

  .   مجموعة جزئية غير خالية من ، ولتكن اً محدوداً تبادلي-BCK جبرليكن 
  : وإذا تحققت الخاصة إذا كان  في مثالي ا إنه يقال عن .1ً

 
  : وإذا تحققت الخاصة إذا كان أولي  إنه  يقال عن مثالي .2ً

 
  . عناصر من وذلك مهما تكن 
 من أجـل تفاصـيل      [3]، نورد النظريات الآتية تاركين للقارئ العودة إلى         فضلاً عن ذلك  

  .البرهان
  

  .اً ضمني-BCK جبرليكن . نظرية. 1.5
 رئيساً مولـداً بالعنـصر      اً تكون مثالي  إن المجموعة   .1ً

.  
  . عناصر من  وذلك مهما تكن   .2ً
  

  : ، فعندئذٍالضمني  -BCK مثالياً أولياً في جبرإذا كان . نظرية. 1.6
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 . الضمني -BCKالسمات التبولوجية للطيف الأولي لجبر. 2
 ـ مجموعة المثاليات الأولية     أن  ولنفرض ،اً ضمني -BCKجبر A ليكن . A ل

  :نضع Aفي  J لأجل أي مثالي
 

 ،لوجية على  تشكل تبونا أن ، بيَ [2]في ورقة علمية سابقة   
لطيـف  ا " حصلنا على الفضاء التبولـوجي       ومن ثم ،  تبولوجية زاريسكي 

  التبولـوجي    ، كذلك أثبتنـا أن الفـضاء      "الضمني -BCKالأولي لجبر 
  .متراص وهاوسدورف
  : المجموعة، ولنعدرمز لنتخذ الو  من جهة أخرى، ليكن 

  :[3]ل  ، لدينا وفقاً  
                                                                     

                                                                          
                                                                          

                                                                                  

مـن    المجموعات الجزئية من     جماعة(  المجموعة لنعد 
  :المهمة، بالتالي حصلنا على النظرية )النمط 

عناصرها مجموعات مفتوحـة    ،   قاعدة في الفضاء التبولوجي      . [3]. نظرية. 2.1
   . في ومغلقة بآن واحدٍ

   ]3 أو 2[ . :  ، فإنA في اً مثاليJ ذلك إذا كانأضف إلى 
العلمية يمكننا المضي إلى أبعد من ذلك ، سوف نورد صـفات تبولوجيـة         في هذه الورقة    
  .نف الخاص من الفضاءات التبولوجيةأخرى لهذا الص

  :قبل كل شيء نورد بعض المفاهيم الأساسية في التبولوجيا
 ـإ نقول عن فـضاء تبولـوجي    -1 إذا كانـت    Zero-dimensionalه فـضاء نَّ

 تشكل قاعدة له، وأنه فضاء متراص عداً إذا كـان            واحدٍ  بآنٍ لمغلقةمجموعاته المفتوحة وا  
  .لكل مجموعة جزئية غير منتهية فيه نقطة تجمع واحدة على الأقل
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  :الآتيه فضاء منتظم إذا حقق الشرط نَّإ  نقول عن فضاء تبولوجي -2
، فثمـة  F الخارجة عـن  X من x، وأياً كانت النقطة  X من   Fأياً كانت المجموعة المغلقة     

   .  بحيث F ل  وجوار مفتوح x ل جوار مفتوح 
، نقول عـن     في   ل  تطبيقاً تقابلاً     فضاءين تبولوجيين و   ليكن   -3

  . مستمراً  و ل من ه تطبيق تبولوجي إذا كان كنَّإ 
 

   . Zero-dimensional فضاء  الطيف الأولي .نظرية. 2.2
 فـي    واحدٍ ، يكفي تبيان أن أية مجموعة مفتوحة ومغلقة بآنٍ        )2.1( وفقاً للنظرية    .البرهان

  .  هي عنصر من 
بحيث   فثمة عنصر    ، مجموعة مفتوحة ومغلقة في      تكن   ل في الواقع، 

  :يكون
  

 ـ ، عندئـذٍ   متراصة لأنهـا مغلقـة فـي فـضاء متـراص             أن  نظراً إلى    د    يوج
  : بحيث

  
  
 dénombrable ment ( فضاء متراص عداً إن الطيف الأولي .نظرية. 2.3 

compact(.  
 ولنثبت أنها تملـك  ، اء مجموعة جزئية غير منتهية من الفض لتكن   .البرهان

  .نقطة تجمع واحدة على الأقل
ذا يعني   وه ،تجمع للمجموعة   ليست نقاط    هاجميع  لنفرض جدلاً أن عناصر   

    يتقـاطع مـع        مفتـوح   فيوجد جـوار    ن م qأنه مهما كان العنصر     
  . ستكون منتهية    المجموعةنإ أي ،بمجموعة منتهية
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 تشكل تغطيـة مفتوحـة للفـضاء المتـراص         إن المجموعة   
ــتكن  هنالــك تغطيــة جزئيــة منتهيــة مــن التغطيــة المــذكورةإذن ،  ول

    : أي أن 
        : ومنه نجد

ن المجموعـة   ، فإ مجموعات منتهية هو مجموعة منتهية     أن الاجتماع المنتهي ل    ونظراً إلى 
  نإفالفرض الجدلي خـاطئ أي   .ر منتهية غي ستكون منتهية، وهذا يناقض كون    

  . عداً اًمتراص  ومنه يكون الفضاء ،تملك نقطة تجمع واحدة على الأقل
  

   .)Lindelöf (  فضاء لينديليوف إن الطيف الأولي .نتيجة. 2.4
  

وغيـر  ) non-connexe (ابط فضاء غير متر    إن الطيف الأولي     .نظرية. 2.5
   .)totalement non-connexe (مترابط كلياً

 عناصـرها مجموعـات مفتوحـة      الفضاء  قاعدة لتبولوجيا   ن  إ. البرهان
  نالمجمـوعتي ، إن     مـن أجـل عنـصر      ومـن ثـم     واحـدٍ  ومغلقة بآنٍ 

  :تحققانومفتوحتان  و
  
  

  .فضاء غير مترابط  يتضح من ذلك أن الطيف الأولي 
 فـضاء    أن نظراً إلى،   عنصرين مختلفين من الفضاء  p,qليكن  

يوجد عنصر من    ومن ثمp،   لا يحوي    W وليكن   qل   مفتوح فإنه يوجد جوار   ،)]2[انظر(
ــدة  ــيكن  القاعـ ــث  ولـ ــون   بحيـ ــه يكـ   وعليـ

 هـو مجموعـة      أن كل عنصر من القاعـدة        ونظراً إلى  ،
  p ل مفتوحاً  نكون قد وجدنا جواراً     ،   واحدٍ نٍمفتوحة ومغلقة بآ  
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،  و   بحيـث  q  ل مفتوحاً   وجواراً
  .غير مترابط كلياً ومنه يكون الفضاء 

  
   .)régulier (فضاء منتظم إن الطيف الأولي  . نظرية.2.6

 pلـيكن  و، )A  مثالي فيIمن أجل (  مجموعة مغلقة في    لتكن .البرهان
 مـن   qأياً كان    :ه فإنّ  فضاء     أن نظراً إلى . ينتمي إلى    لا اً أولي اًمثالي

 . : بحيـث   p ل   مفتوح  وجوار q ل   مفتوح  يوجد جوار  
 يمكننا أن ومن ثم ، مجموعة متراصة فإن    فضاء متراص   أن   ونظراً إلى 

ــة المفتوحــة  ــستنتج مــن التغطي ــة ل   ن ــة منتهي ــة جزئي  تغطي
   :نإأي   ، ل 

  .   :مع ملاحظة أن
مجموعـة    إن   ،و ضع  نل

  . تحوي  مجموعة مفتوحة في ، و  تحويمفتوحة في 
  .اً منتظمفضاء ومنه يكون الفضاء  ، إلى ذلكبالإضافة 

  
 deuxième  ثانيـة ال العد يتمتع بقابليةفضاء   إن الطيف الأولي .ةنظري. 2.7

)dénombrabilité(، للفصلوقابل ) séparable(.  
  .  قابلة للعد للفضاء  ة عدعلى وجود قا في الواقع سنبرهن .البرهان

 مجموعـة    أن   ونظـراً إلـى   ،   قاعدة للفضاء    ، لدينا   في الحقيقة 
 تشكل تغطية    نإ، أي   نكتب  مفتوحة نستطيع أن    

 مـن    متراص فإننا نستطيع أن نستخلص     أن   ونظراً إلى  ، لمفتوحة  
ــة ــة منتهي ــة تغطي ــتكن هــذه التغطي ــضاء  ول : نإ أي ، للف

.  
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من جهة أولى نلاحظ أن عناصر      :  لأنه  لقاعدة   تشكل   إن الأسرة   
  كل مجموعة مفتوحة هي مجموعات مفتوحة، ومن جهة ثانية من أجل      جميعها هذه الأسرة 

 من أجل   ومن ثم ،   لدينا   في   
وهـذا يعنـي أن     ،   بحيث    من    يوجد   كل  

   :، وعليه يكون)]3[ لوفقاً  (
.  

الفـضاء  ، ومنـه     وهي قابلة للعـد     ل قاعدة   يتضح مما سبق أن     
ملـك  بقابلية العد الثانية، ولما كان الفضاء يتمتع بقابلية العد الثانية فإنه ي           يتمتع   

  . عليه يكون الفضاء قابلاً للفصل، وبناءمجموعة كثيفة وقابلة للعد
  

 هي مجموعاته الجزئية المؤلفـة      إن مركبات الفضاء التبولوجي      .نظرية. 2.8
  .من عنصر واحد

  . من عنصران مختلفانp,q، ولنفرض أن  لمركبة   لتكن .البرهان
  وجـوار  pل    مفتـوح  فضاء غير مترابط كلياً، فثمة جـوار       أن  نظراً إلى   

  : بحيثqل مفتوح
 

 أنإلـى   نظراً  ، و  ر خاليتين منفصلتان ومفتوحتان في     مجموعتان غي   و نإ
مجموعة غير   هذا يعني أن    . : ن فإ 

  أن تحوي ، إذن فرضنا خاطئ ولا بد    مركبة في    أنّها وهذا يناقض    ،مترابطة
  .  فقطاًواحد اًعنصر

  
 عندئـذٍ  تبـادليين ومحـدودين،      -BCK تشاكلاً لجبري   ليكن   . نظرية .2.9

  .يكون مثالياً أولياً  عكسية لأي مثالي أولي وفق الصورة ال
  . ومن ثم لدينا  .  في اً أولياً مثالي ليكن .البرهان
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ــرض  ــذٍلنفـ ــم   عندئـ ــن ثـ  ومـ
،  ومنـه    ، يترتب على ذلك أن      

  . مثالي في إذن 
  ومـن ثـم     :يلاحظ قبـل كـل شـيء أن       ،  أولي لإثبات أن   

.  
، يترتب على     عندئذٍ لنفرض أن   
  .  ومنهالفرض أن 

  
  : ضمنيين، فإن التطبيق-BCKتشاكلاً بين جبري     إذا كان.نظرية. 2.10

   المعرف بالصيغة  
  .راًيكون مستم

  .:  ، ولنبرهن أن ليكن .البرهان
       ،ي الحقيقةف

 
  

  :الآتيةخيراً نورد النتائج وأ
  

،  ضـمنية  -BCK تشاكلين بين جبور    إذا كان    .ظريةن. 2.11
  :فإن

 

  :، عندئذٍليكن  .البرهان
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  : فإن،A  الضمني-BCK التشاكل المطابق لجبر  إذا كان. نتيجة. 2.12

  
 ضـمنيين، فـإن   -BCK إيزومورفيزم بين جبـري     إذا كان  .ظريةن. 2.13

   . نإو، اً تبولوجياًتطبيق يكون 
  ) :2.12(و) 2.11(لدينا وفقاً للنتيجتين . البرهان

   
ومن ثم  :.    

  . تطبيق تبولوجي أن  علىمن جهة أخرى، لنبرهن
   .:  لدينا، عندئذٍليكن 
            ، واقعفي ال

  
 
  

  . تطبيق تبولوجييتضح من ذلك أن 
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