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القوى في جبر لي عديمِ المدارِلِ ممثّاستخدام  sp2n(c)   

   دينكن الموزونمخطَّط بعض سمات في استكشافِ
  

  )3(عبد اللطيف هنانو و )2(إيلي قدسي و )1(ريتا سعيد

 07/10/2013 الإيداع تاريخ

  07/01/2014قبل للنشر في 

  الملخص

  :برهن أني، ليكن 
، بـسيط  نـصف لـي      جبر  

  . لنضعو
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 )تعاريف ومبرهنات أساسية(دراسة مرجعية   - أ

   جبور لي  -1
 Lie algebra ((Eradman ,K. 2006)( جبر لي 1-1

• العقدي  جبر لي  إن  g    حقل  العلى   متجهيهو فضاء بتطبيق ثنـائي الخطيـة    مزو د: 
  : ق الخاصتين الآتيتين يحقّ

1 (  
وذلـك  " متطابقة جـاكوبي  " ) 2

  .  من مهما تكن العناصر

   . ة يصف بالخاص إذا اتّ إنَّه تبادلي يقال عن جبر ليو •
إذا كـان     مـن  لـي جزئـي    جبره  إنَّ  من   الجزئي متجهي الفضاء ال  يقال عن  •

مـن  L  مناظم الجبر الجزئيإن  .يسمى مثالياً إذا كانو، 
  . كمثاليL يحوي g  هو أكبر جبر جزئي من g جبر لي

ــيكن •   :كل بالــش ة المتناقــصة لـــيــنعــرف المتسلــسلة المركز ،جبــر لــي g ل
  إذْ

 يقالو .    :بحيث  معدوم القوى إذا وجد عدد صحيح موجب       يسمى
 .g إنَّه جبر كارتان إذا كان معدوم القوى ومساوياً مناظمه في g  منH عن الجبر الجزئي

للحل إذا وجِد عدد صحيح  ه قابلنَّإ g في جبر ليL يقال عن المثالي ،  ذلك عنفضلاً •
 :إذْ  بحيث يكون rموجب 

     ،  
  .  بسيط إذا كان لا يملك أي مثالي قابل للحل مغاير لـ نصف g  يسمى جبر لي •
إلى اً بالنسبة   جبراً تجميعيn    مجموعة المصفوفات المربعة من المرتبة     لشكّت •

  : بالتطبيق ثنائي الخطية الآتيالجبر فإذا زودنا هذا ،عملية ضرب المصفوفات
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  .يرمز له ،  العامي الخطّى جبر لي يسمنحصل على جبر لي
  .خطير لي  بجبيسمى كل جبر لي جزئي من، لاً عن ذلكفض
  )Jacobson-Morozov) ,1999 Panyushev.Dمبرهنة  2-1
هنـاك  عندئـذ   ، g بـسيط  نصف خطي في جبر لي  عديم القوى   عنصراً    ليكن 

  :بحيث g من ن اعنصر
  ، ،  

  . العنصر المحايد فيهاويسمى ،  معياريةثلاثية  تسمى
    : بالشكلg وعندها يتحلل

   :إذْ
   .الموافق للثلاثية  g  بتدرج دينكن لـ  التحليلويدعى هذا

ويشار إليه بــ      :هنَّأ ب x وىويعرف ارتفاع العنصر عديم الق    
.  

  ),R,W.Carter 1985(مبرهنة  3-1
  .g فيثلاثية معيارية   ولتكن، بسيط نصف اًخطيجبر لي  g ليكن
في  كثيفةٌمجموعة ٌ   التي تحقق     العناصر    مجموعةَ إن 

.   
 )(Orbits in Lie algebra مدارات جبر لي 4-1

 (Tauvel W. T. Yu, 2005)  
عديم عنصراً   x وليكن،  ولنضع، بسيط نصف   اًخطيجبر لي    g ليكن

  .g في القوى 
   :المجموعة تسمى 

  
معـدوم   x مداراً معدوم القوى إذا كان العنـصر  Ox يسمىو ،xالموافق للعنصر  -Gمدار
  .القوى
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   جبر لي  -2
   :المجموعة أن (Eradman ,K. 2006)يبرهن 

  جبر لي  ي ه 

   . بسيطنصف خطي
المـصفوفات  مؤلف مـن مجموعـة       sp2n  في جبر لي   H  جبر كارتان  إن، زد على ذلك  

  . إذْ التي من الشكل  sp2n القطرية في

  sp2n: (Eradman,K. 2006) جبر ليل  البسيطةجذورال منظومة -1-2
  :زلنرمو، sp2n  جبر كارتان في جبر ليH ليكن

 
   : تكونعندئذٍ

  
  .sp2n  لجبر ليالجذور البسيطةمنظومة 

  :Cn- دينكن الموزون من النمط مخطَّط -2-2
) (Collingwood, D.H. and Mcgovern W.M, 1993  
  : تعريف1-2-2
 يقال عـن مجموعـة الأعـداد الـصحيحة الموجبـة          ، عدداً صحيحاً موجباً   mليكن   •

  :تينتي إذا حققت الخاصتين الآmها تجزئة للعدد نَّإ 
،    

  .m  لمجموعة تجزئات العددP(m)ز بـ رميو
×i ولنضع المصفوفة المربعة، اً صحيحاً عددi ليكن • i:   
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  .قالب جوردان  سمىتُ

  :نرمز،  لتكن 

  
إن xالقوى عنصر عديم .  
  بالتجزئـة  xبـل العنـصر عـديم القـوى         يقا ، بـسيط  نـصف في جبر لي خطـي       •

  .xـ  لالمشابهةقوالب مصفوفة جوردان هي مراتب   إذْ 
  : الموافق له في الثلاثية المعيارية الشكلh ـ لِوعندها يكون

  
  :إذْ

  
  : مبرهنة2-2-2

  وبين عناصر المجموعةsp2n جبر لييوجد تقابل بين مجموعة المدارات عديمة القوى في 
p(2n)  زوجيةات تعددية جزاءها الفردية ذأ التي تحقق أن.   

  :مبرهنة 3-2-2
ممثل المدار عديم القـوى       عنصرلل الموافق دينكن الموزون    مخطَّط إن

  :أي له الشكل  مطمن الن هو sp2nفي جبر لي  
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 ، x المقابل للعنصر عديم القوى    المحايدهو العنصر     إذْ 

  .sp2n  لجبر ليالبسيطة منظومة الجذور 
  .يبرهن أن ،  زد على ذلك

  : تعريف4-2-2
 خطي نصف   جبر لي  في    عديم القوى  xعنصرلل افقموال موزونال  دينكن مخطَّطيقال عن   
هـو أيـضاً     2 الناتج عنه بعد قسمة أوزانه علـى         مخطَّطإذا كان ال  ه زوجي   إنَّ :g بسيط
  .gفي جبر لي 'x  آخرمقابل لعنصر عديم القوىالموزون ال دينكن مخطَّط

  )Panyushev.D 1999,( : مبرهنة5-2-2
   عندئذٍ،  عنصراً عديم القوى في جبر لي إذا كان 

  . : بالصيغةيعطى ارتفاع 
  : مثال6-2-2
لمدارات عديمة القوى في جبر لي     المقابلة    الموزونة ات دينكن مخطَّط إن sp6   تُعطى وفق

  :الجدول الاتي
  ر لي المدارات عديمة القوى في جب

(0) Δ  h  المدارO 

 diag(5,3,1,-5,-3,-1)   
  diag(3,1,1,-3,-1,-1)   
  diag(3,1,0,-3,-1,0)   
  diag(2,2,0,-2,-2,0)   

  diag(1,1,1,-1,-1,-1)   

  diag(1,1,0,-1,-1,0)    

  diag(1,0,0,-1,0,0)   
  diag(0,0,0,0,0,0)   
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والمخطط الناتج عنه بعد قسمة أوزانـه  ، زوجي  المقابل للمدارمخطَّط النأنلاحظ 
   . هو المخطط المقابل للمدار 2على 

  اسة بحثيةدر  - ب
  الاختبار خوارزمية -3
  :توطئة 1-3

الشرط اللازم   إنg ، من اًجبر كارتان جزئي   وليكن  ،  نصف بسيط  اً جبر لي خطي   gليكن  
  هـو وجـود    المحايـد  رهاعنص g  في  ثلاثية معيارية  لوجودوالكافي  
  .بحيث 
  :الإثبات

  : بحيثوفقاً للتعريف يوجد  عندئذٍ g في ثلاثية معيارية ت ذا كانإ
 ،   ،    

 ومـن ثـم      يكـون  الـسابقة    للثلاثيـة   الموافق لتدرج دينكن لـ    وفقاً  
.      

ــس ــان :العك ــد  إذا ك ــذ يوج ــث  عندئ  بحي
     .وبذلك يتم البرهان، g في ثلاثية معياريةوعندها تكون 

  :ليكن

  
  :إذْ ، من النمط موزونال دينكن مخطَّط

  :جملة المعادلات الخطية ولتكن ،

  

  : المبرهنة الأساسية في البحثالآننورد 
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  :مبرهنة 2-3
إذا وجد حل وحيـد لجملـة         في جبر لي      لمدار عديم القوى   مقابل Δ مخطَّطال .1

 .(I) المعادلات

2. Δ المـشابهة  جوردان  مصفوفة  مراتب قوالب   جميع   إذا وفقط إذا كانت      زوجي مخطَّط
  .رديةفله عديم القوى المقابل ممثل المدار ل

  :الإثبات
جملـة  ل  إذا وجد حل  ،  دينكن الموزن  مخطَّطوفقاً لتعريف    .1

 :يكون  المعادلات

هو العنـصر    H من  
  .Δ مخطَّطالمرشح ليكون محايداً في ثلاثية معيارية مقابلة لل

ذين ل ال ينالعنصر البحث عنيمكن ، (3-1)  والمبرهنة(1-3)التوطئة بالاعتماد على 
  :تيةلآبالطريقة ا Δ مخطَّطثلاثية معيارية مقابلة لل يحققان أن 

 نختـار .  أساس ، أساس بفرض  
  ، نضع و،   من عشوائيةعينة 
للمجموعة   أن ينتمي العنصر احتمالَإنمن الواحد جداً قريب .  

  . مجاهيل   إذْ     :  لنضع
  :الآتية جملة المعادلات نحل

  
 تكـون   عندئـذٍ  جملة المعـادلات      التي تحقق   الأعداد   تإذا وجد 

   .Δ مخطَّط مقابلة لل ثلاثية معيارية
 أن تنتهي هذه لا بد  (3-1) للمبرهنةوفقاً، وإلا نعيد اختيار العنصر بالطريقة السابقة ذاتها

 .الخوارزمية بعد خطوات معدودة
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عـديم القـوى    مـدار مقابـل لل  زوجـي  مخطَّط Δلنفرض بداية أن   :لزوم الـشرط   .2
ــيكن العنــ ـ،  ــق لــ ـولـ ــد الموافـ ــو ـ صر المحايـ  هـ

ــاً   . وفقـ
  : الشكلـ  ليكونsp2n   منظومة الجذور البسيطة لجبر ليلتعريف

  
ــه ف ــوعلي ــى يكــون الإنَّ ــزم حت ــطه يل ــعمخطَّ ــاً أن تكــون جمي   الأعــداد زوجي

  ). فردية معاًإما زوجية معاً أو( من النمط ذاته 
 عن قـسمة أوزان   دينكن الموزون الناتج مخطَّط العنصر عديم القوى الممثل ل     ليكن   

 )2-2-5 (وفقاً للمبرهنـة  ، ذلكعن   فضلاً :يكون  عندئذ على
 sp2n في جميع ارتفاعات العناصر عديمة القوى إنأي  يكون

 جميع الأعداد  ومن ثم    ، فردية  إن زوجي أي     ومن ثم لها الشكل السابق ذاته     
  . فردية

   :كفاية الشرط 
 : دينكن الموزونمخطَّط لنفرض بداية أن

 
 :الأعـداد جميـع    إذْ وعنـصره المحايـد     ، عديم القوى    مدارمقابل لل 

فــي التجزئــة   فــرديوعــدد تكــرارات كــل عــددٍ،  فرديــة
زوجي عدد.  

 عـديم   لمـدار ممثل ا  عديم القوى    ولنبحث عن إمكانية وجود العنصر    
  :مخطَّطالموافق لل القوى

  
  :عندئذ يكون Δ́ مخطَّطل لل هو العنصر المحايد المقابلنفرض أن 
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  :إذْ

  
  : هوالمقابل لـ   يجب أن يكون العنصر)2-2-1(وفقاً للتعريف

  : إذْ  
;  

ــى ــراً إل ــدادونظ ــع الأع ــة  أن جمي ــداد فردي ــون الأع :  تك
  .موجبة صحيحة 

 عدد تكرارات كل عددٍ فردي في التجزئـة          على ذلك ينتج من كون       زد
  .موجود  أن عدداً زوجياً

 مخطَّط ال ومن ثم ́Δ موزون مقابل لأحد المدارات عديمة القوى في جبـر         ال دينكن   مخطَّط
  . زوجيΔ مخطَّطإذاً ال، لي 
 ـ خوارزمية اخت  نستطيع عرض ، لمبرهنة السابقة ج الأفكار الواردة في ا    بدم  مخطَّـط ار  ب

 المدارات عديمـة    أحدمعطى إذا كان زوجياً بعد التحقق من كونه يقابل          الموزون  الدينكن  
  : القوى في جبر لي 

  : الخوارزمية3-3
  :المدخلات

  
     :إذْ

  :المخرجات
 . مقابلاً لمدار عديم القوىΔن التحقق من كو •
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  .مخطَّطإيجاد ممثل المدار عديم القوى المقابل لهذا ال •
  ؟ لا زوجياً أممخطَّط كان هذا الهلتحديد  •

  :الخطوات
  :نحل جملة المعادلات الخطية )1

  
  : عندئذ وليكن إذا وجد حل لـ  )2
   . من نختار عينة عشوائية   - أ
  .  أساس إذْ نضع  - ب
  :عندئذٍ  :إذا كان - ت
 .لـ المشابهة  نوجد مصفوفة جوردان  §

§ دينكن الموزونمخطَّط هي ممثل المدار عديم القوى المقابل ل إن . 

                                          : فردية عندئذٍإذا كانت  §
 . دينكن زوجيمخطَّط •

 مخطَّطممثل المدار عديم القوى المقابل ل        •
 .2 الأصلي علىمخطَّط الناتج عن قسمة الدينكن الموزون

    . غير زوجيΔ مخطَّطال وإلا
  ).أ(وإلا نعود للخطوة 

  .عديم القوى ى ليس مقابلاً لمدار دينكن الموزون المعطمخطَّط وإلا
  : تطبيقيمثال 4-3

   ليكن لدينا مخطَّط دينكن الموزون من النمط

  
  :جملة المعادلات بحل
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  . حل لهانجد أن  

   :     نضع

كمـا  ه يكتب على شكل مجموع مباشر لفضاءات جزئية  أننجدsp2n  جبر لي تعريفن م
  :يأتي

  
  : قاعدة  الفضاء الأول هيإذْ

  
  :والثاني

  
  :والثالث

  
  : أنبالحساب نجد

  
  

  
أساس يكون ومن ثم:  
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  :أساسكذلك يكون و

  

  
   :نختار عينة عشوائية من 

     
     :نضعو
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  :  فتكون

  : نضع

 
  : وعندها يكون، مجاهيل إذْ

  

  
     :بحل جملة المعادلات

  ومـن ثـم    ، حـل لهـا    نجد أن 
 .  

  :وبملاحظة أن
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  :إذْ

  
،  زوجـي  Δ مخطَّـط  ال ومن ثمx   المكافئة للمصفوفة  مصفوفة جوردان    هي (3,3) تكون
  .O[2²,1²]  هو المخطط المقابل للمدار2يكون المخطط الناتج عنه بعد قسمة أوزانه على و
   النتائج-4
  دينكن موزون معطى من الـنمط        مخطَّط كان   هلتصميم خوارزمية لاختبار     •

 . عديمة القوى وتعيين ممثل هذا المدار لأحد مداراتمقابلاً

 الموافق مخطَّط لكي يكون ال المدار عديم القوىمثل على متحديد الشرط اللازم والكافي •
 . زوجياًله

مـن الـنمط    ات دينكن الموزونة    مخطَّطعلى أحد   الاختبار السابقة   تطبيق خوارزمية    •
  .هاللتحقق من صحت، 
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