
  2015 العدد الأول ـ   ـ)31( المجلد ـمجلة جامعة دمشق للعلوم الأساسية 

 
 

147

  
  تصنيف أنصاف الزمر من المرتبة الثالثة 

  ومن المرتبة الرابعة
  

 )2(عبد الواحد أبو حمدةو )1(حازم طلب

 31/10/2013 الإيداع تاريخ

  03/03/2014قبل للنشر في 

  الملخص

أنصاف الزمر من المرتبة الثالثة ومـن المرتبـة         طريقة جديدة لدراسة    في هذه الورقة البحثية      قدمتْ
وذلك لملاحظتنا الازدياد الكبير بتعداد أنـصاف الزمـر        ، يةَ استعراضها وتقديم وصف أفضل لها     بغ، الرابعة

  .من مراتب أعلى
  . كذلك الطرائق التي كتبناها واتبعناها في دراسة الخاصة التجميعية وخلال عملية التصنيفقدمتْ

  

  

 ،ف الزمـر تصنيف أنصا، أنصاف الزمر المنتهية، أنصاف الزمر :المفتاحية الكلمات
  .تعداد أنصاف الزمر، خوارزميات أنصاف الزمر

  

  

  MSC 20M99: الرياضياتي التصنيف رقم

  
 .، قسم الریاضیات، كلیة العلوم، جامعة دمشق، سوریة أستاذ)2(طالب ماجستیر،  )1(



  الرابعة تصنيف أنصاف الزمر من المرتبة الثالثة ومن المرتبة ـ طلب وأبو حمدة

 148

 
Classification of the semigroups 

 of order three and four 

 

H. Talab )1(  and A. Abohamdah(2) 

 

Received 31/10/2013  
Accepted 03/03/2014  

  
ABSTRACT 

In this paper we are presenting a new method for studying the semigroups 
of order three and four. We are going to explore these semigroups and 
illustrate a better description of them while observing their enormous 
increasing in number for larger orders. 

We are presenting the methods we wrote and followed during our study of 
associativity and during the classification process. 

 
Keywords: Semigroups, Finite semigroups, Semigroups 

classification, Semigroups algorithms, Semigroups 
enumeration.  

 

 
 
 
 
Mathematics Subject Classification: 20M99 

 
  

)1(  MCS., Student, (2) Professor, Department of Mathematics, Faculty of Sciences, Damascus University, 
Syria 



  2015 العدد الأول ـ   ـ)31( المجلد ـمجلة جامعة دمشق للعلوم الأساسية 

 
 

149

  
  تمهيد. 1

بأنها مجموعة غير خالية مزودة بقانون تـشكيل         )groupoid(البنية الجبرية   تعرف  
 هي من البنـى      والحقل والفضاء الشعاعي   ة الزمر  إن كلاً من   على سبيل المثال   .[1]داخلي

وإن فهمـاً   . دسة والعلوم والصناعة والاقتـصاد    التي لها تطبيقات في الهن     الجبرية الشائعة 
  .تطبيقاتهاستخدامها ولق لهذه البنى بحد ذاتها سيقودنا إلى فهم أعمق لاأعم

بـساطة  إن و، لاهتمـام  نصف الزمرة واحدةً من أبسط هذه البنى الجبرية المثيرة ل   تعد
العديد مـن   ثيران في الذهن    ي من البنى الأخرى     دنها في عد  ضمتَتعريف نصف الزمرة و   

  .فيهاوالتفكير للبحث التساؤلات 
 

  مقدمة. 2
ولنظرية أنصاف  ،  نصف الزمرة تعميماً للزمرة التي هي أحد مفاهيم الجبر المجرد          تعد

 وذلك لارتباطها الوثيق بنظرية الأتومات      ؛اصة في علوم الحاسوب   الزمر المنتهية أهمية خ   
مكانيـة  ياضيون منذ القرن التاسع عشر عن إ وقد تساءل الر،Finite Automataالمنتهية 

 ولم يصل هؤلاء إلى الهدف المنـشود إلا فـي مطلـع             ،ر البسيطة المنتهية  تصنيف الزم 
حتى أنهم درسوا   ،  تطلب ذلك كتابة العديد من الصفحات      إذْ ،الثمانينيات من القرن الماضي   

  رتبتها مالتي) Monster group" (الوحش"الزمر المنتهية من الرتب العالية ومنها زمرة 

  
.  هذا توصف بأنها بسيطة ومنتهيةومع، ]2[1982ام  ع Robert Griessوالتي درسها 

والملاحظ أن تصنيف الزمر المنتهية معقد جداً والدراسات تتمحور حول إيجاد عدد الزمر             
في حين أن أنصاف الزمر لم      ،  وحتى الآن وجد منها كثير     ،2000التي لا تتجاوز مرتبتها     

   .اد مرتبها منها مع ازديجود أعداد كبيرةبمثل هذه الحظوة لوتحظَ 
 1 نقدم جدولاً يقارن بين أعداد الزمر وأعداد أنصاف الزمر مـن المراتـب       يأتيفيما  

  .10حتى 
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Table 1 

 
Number  

of Semigroups 
(Up to equivalence) 

Number of Groups 
(Up to 

isomorphism) 
Order 

N 

 1 1 1 
 4 1 2 
 18 1 3 

[Forsythe 1955][3] 126 2 4 
[Motzkin, Selfridge 

1955][4] 1,160 1 5 
[Plemmons 1966][5] 15,973 2 6 

[Jürgensen, Wick 1976][6] 836,021 1 7 
[Satoh, Yama, Tokizawa 

1994][7] 1,843,120,128 5 8 
[Distler 2009][8] 52,989,400,714,478 2 9 

[Distler, Jefferson,   
Kelsey, Kotthoff  2012][9] 12,418,001,077,381,302,684 2 10 

  . مجاهيل10 من  مراتب أعلى أجل ما يزال عدد أنصاف الزمر منونلاحظ أنه
نحاول في عملنا هذا تقديم أسلوب جديد لتصنيف أنصاف الزمـر بالاعتمـاد علـى               

ونعرض النتائج التي توصـلنا إليهـا فـي    ، Javaالبرمجة غرضية التوجه ولغة البرمجة  
 .تبة الرابعةمرالمن تصنيف أنصاف الزمر من المرتبة الثالثة و

 [10] تعاريف. 3
 مـزودة بقـانون   S مجموعة غير خالية  بأنَّها )semigroup (نصف الزمرة عرف  ت ●

 : تحقق الشرطينإنَّهاأي  ،داخلي وتجميعيتشكيل 
   و 

 تشاكل  إنه    يقال عن تطبيق مثل     ،  نصف زمرة  لتكن كل من     ●
 :كان يحقق الشرط الآتي إذا  )homomorphism (semigroup)(  )أنصاف زمر(

  

 يقال   و ،ونكتب  ) isomorphism (تماثلاً يدعىوإذا كان هذا التشاكل تقابلاً      
  .)isomorphic (متماثلتان ن نصفي الزمرتين  إ:حينها
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ا التقابل بين نصفي زمرتينأم S, T مثل  f : S → T  الذي يحقق الشرط:   
  

 إن نـصفي  : يقال حينهـا  و،S, T  بين)anti-isomorphism( تماثلاً تخالفياً فيدعى
  .)anti-isomorphic(متماثلتان تخالفياً  S, T الزمرتين 

إذا كانتا متماثلتين أو ) equivalent(متكافئتـان  إنهما  S, Tنصفي زمرتين ويقال عن 
 .متماثلتين تخالفياً

  كنصف زمرة  دراسة المجموعة من المرتبة. 4
قـد يتبـادر   ،  عنصراً متمايزاً تحوية  مجموع أييقصد بالمجموعة من المرتبة  

 ؟  ليست بزمرة نصف زمرة   ، من أجل أية مرتبة     ، توجدهل  :  السؤال إلى الذهن 
  .يةالآتتمهيدية  هذا السؤال نذكر العنللإجابة 
  [10] تمهيدية .4.1

  .ن زمرةبحيث لا تكو، توجد نصف زمرة من أي مرتبة 
  :البرهان

نستطيع أن نعرف قانون تشكيل داخلي علـى    ،  مجموعة ما بحيث     لتكن  
فنجد بسهولة أن هذا القـانون       .  وذلك من أجل كل      ، :يأتي كما   

ــى   ــرة عل ــصف زم ــرف ن ــة أنيع ــك بملاحظ    وذل
تُدعى نصف الزمرة هذه    . وذلك من أجل أي     ، و

  .نصف زمرة صفرية يسارية
 وذلك لأنهـا لا يمكـن أن تملـك          ؛ نصف الزمرة هذه ليست بزمرة     أن، زد على ذلك  

  Sعناصر  تملك عنصراً حيادياً عندها ستكون      لأننا لو افترضنا جدلاً أنها      . عنصراً حيادياً 
   .  وهذا سيقودنا لتناقض مع كون ،مساويةً لهذا العنصر الحياديلّها ك

وذلك إذا عرفنا   ،  تُعرف نصف زمرة    أن المجموعة وحيدة العنصر      ومن المعلوم 
ن وعليه فإن أي مجموعة غير خالية م      . قانون التشكيل الداخلي عليها بالشكل      

  .أي مرتبة يمكن جعلها تُعرف نصف زمرة
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ــة    ــن المرتب ــرة م ــصف زم ــة أي ن ــن دراس ــة يمك ــة المجموع  بدراس
  .الآتيةوهذا ليس إلا نتيجة مباشرة للمبرهنة ،  كنصف زمرة

   مبرهنة.4.2
  وبين    من المرتبة   يوجد تماثل بين أي نصف زمرة منتهية      

  .) متوافق مع طريقة ترتيب عناصر ( زمرة مزودة بقانون تشكيل داخليكنصف
  :البرهان

 على شكل قائمة  يمكن كتابة عندئذٍ،  نصف زمرة منتهية من المرتبة       لتكن  
   .: يأتيبعناصرها المختلفة كما 

  :ويمكن أن نعرف التطبيق
 

 
  :وتقابله العكسي هو التطبيق، بسهولة أنه تطبيق تقابلفنجد 

 

 
  :يأتي كما  قانون تشكيل داخلي نُعرف على 

 

 
  :إذْ

  
  : نصف زمرة بسبب تحقق الشرطين تجعل من فنجد أن 

  :  شرط الإغلاق-1
  :  نجد أنمن أجل أي 
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 نصف زمرة فهي مغلقـة       وذلك كون     وهو عنصر من      هو ناتج     إذْ
 لابد أن يكون أحد عناصر المجموعة       وعليه فإن الدليل    ، )·(قانون التشكيل   بالنسبة إلى   

 إلـى القـانون    مغلقة بالنسبة     نإأي   ، منه   و 
(*).   

  :  شرط التجميعية-2
  :  نجد أنمن أجل أي 

  

 

 

 
  :وبشكل مشابه نجد أن

 
   تحقق الخاصة التجميعية فإن    وكون 

  : ومنه فإن

  
  .تجميعية)  (نإ أي ، الذي يعني أن

   هو تطبيق تقابل بين نصفي زمرتين وعليه فإن 
 

 
  :ولإثبات التماثل بين نصفي الزمرتين يتبقى لدينا إثبات شرط التشاكل

    لنثبت أن من أجل أي 
•  
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•  

 

 
   .  و  هو تماثل بين نصفي الزمرتين ومنه ينتج أن 

  دراسة الخاصة التجميعية. 5
كان جدول كايلي يحقق الخاصة التجميعية     هل لمن المؤسف عدم قدرتنا على تحديد        إن 

 إلى كـون شـرط      ىعزوإن هذا ي  ، بديليةعلى نقيض الخاصة الت   ، إليهبمجرد إلقاء نظرة    
في حين أن جـدول   ،  متغيرات ةالتجميعية يعتمد على عبارة بثلاث 

  [11] .كايلي يظهر نواتج التشكيل لأي متغيرين فقط 
  . للتحقق من الخاصة التجميعية لجدول كايليطريقةإن هذا يقودنا للبحث عن 

 [Brute-Force method]طريقة البحث الشامل . 5.1
  : التجميعية على جدول كايلي معطىلاختبار الخاصة

Table 2 
     
     
     
     
     

أي من الشكل   ،  المأخوذة من الأبجدية     3ذات الطول   كلّها  نقوم بكتابة قائمة الكلمات     
 كلمة لأن كـلاً مـن       ة ستتضمن   هذه القائم  . إذْ 

 سيكون عدد الكلمات الممكن تشكيلها هـو        ومن ثم ،  إمكانية  يمكن اختياره بـ     
  . كلمة في هذه القائمة

 فـي القائمـة      وذلك من أجل كل كلمة       نختبر المساواة   
إذا كان جدول   ف. على جدول كايلي المعطى في حساب كل من الطرفين        نعتمد  إذْ   ،السابقة
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كايلي المعطى يحقق المساواة من أجل كل كلمة من الكلمات في القائمة عندها فـإن هـذا                 
أما إذا كانت المساواة غير محققة من أجل كلمة ما          . الجدول سيعرف نصف زمرة على      

 حينهـا  ، وما مـن داعٍ إن جدول كايلي لا يعرف نصف زمرة على   من كلمات القائمة ف   
  .لاختبار بقية الكلمات التي تلي تلك الكلمة في القائمة

 كان جدول هل : خطوة على الأكثر للتحققوعليه من خلال هذه الطريقة سنقوم بـ
  ي معطى يعرف نصف زمرة أم لا؟كايل

 مـن   قدم صياغة لهذه الطريقة بشكل خوارزمية تأخذ دخلاً لها مصفوفة            نُ يأتيفيما  
 إذا كان جدول كايلي يعـرف       trueعيد قيمة منطقية    وت،  تمثل جدول كايلي   البعد  

 . إذا كان لا يعرف نصف زمرةfalseنصف زمرة أو 
Algorithm 1-check a multiplication table represented by a matrix A defined on the 
set   if it defines a semigroup or not using Brute-Force method 

Input: a matrix  that represents the multiplication table defined on  

Output: true if  defines a semigroup, false if it doesn’t 

1:  true (  is a boolean variable refers to the statues of the multiplication table 
whether it defines a semigroup or not) 

2: Outer : 
3: for each  do 
4:     for each  do 
5:         for each  do 
6:            if not  then (T is a function to test association property) 
7:                      false 
8:                     break Outer 
9:             end if 
10:         end for 
11:     end for 
12: end for 
13: return  
  
14: Function    (  
15:     Return     ( return  ) 
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 بحيـث يقـرأ هـذا       Java بلغة البرمجة    قمنا بكتابة برنامجٍ  لهذه الخوارزمية   وتطبيقاً  
 هلثم يستخدم الخوارزمية أعلاه ليحدد      ،  A البرنامج جدول كايلي متمثلاً بمصفوفة مربعة     

   نصف زمرة أم لا؟تُعرف على A كانت 
  توليد أنصاف الزمر. 6

يبحـث بـين     Javaلخوارزمية أعلاه في كتابة برنامج بلغة البرمجة        اكذلك  استُخدمتْ  
 ، والبالغ عـددها  ، التي يمكن أن نعرفها على المجموعة        جميعها   جداول كايلي 

 النتـائج بـصيغة ملفـات       وحفظتْ، التي يمكن تعريفها    جميعها ونتج لدينا أنصاف الزمر   
= nمن أجل حالتي ذلك و،  gzip [12]مضغوطة  = n و3   4.  

نـصف  " تقنيات البرمجة غرضية التوجه بتعريف صف يمثل النوع المجرد           اِستُخدمتْ
  .لتوفير مرونة أكبر في التعامل مع أنصاف الزمر الناتجةوذلك ، "زمرة

بالعناصـر  ، الذي يمثل نصف زمـرة    " نصف زمرة "بدايةً زودنا كل كائن من الصف       
  :الآتية

- M : علـى   مثِّل جدول كايلي الذي يصف قانون التشكيل الداخلي المعـرف         مصفوفة ت 
 .نصف الزمرة

-  dim :مرتبة نصف الزمرة أو بعد مصفوفة جدول كايلي. 
  Semigroups4و Semigroups3 ،"زمـرة نصف  "عرفنا متجهتين من كائنات الصف      

. بعـة علـى الترتيـب     من المرتبـة الرا   زمر من المرتبة الثالثة و     أنصاف ال   فيها لنخزن
   .Semigroups4.gzو Semigroups3.gzوحفظناهما بملفين 

،  ثانية في توليد أنصاف الزمر من المرتبة الثالثة        2 علىاستغرق برنامجنا ما لا يزيد      
وذلـك  ،  أنصاف الزمر من المرتبة الرابعة دقيقة في توليد44في حين استغرق ما يقارب      
 حفظـت ولذلك ، 4GBوذاكرة  Core i3 2.10GHz معالج يباستخدام حاسوب شخصي ذ

وعدم إعادة توليـدها    للذاكرة  بسهولة   بغية تحميلها    gzipالنتائج بصيغة ملفات مضغوطة     
للذاكرة لم تـستغرق    ل أنصاف الزمر    ومرحلة تحمي ، مرة أخرى عند العمل على معالجتها     

= n ثانية واحدة في كلتا الحالتين = n و3   4.  
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  رتصنيف أنصاف الزم. 7
، كمرحلة ثانية بعد أن ولَّدنا أنصاف الزمر من المرتبة الثالثة ومن المرتبـة الرابعـة              

من أجل العمـل  للذاكرة نقوم بتحميل الملفات التي قمنا بحفظها مسبقاً       ، وحفظنا المخرجات 
  .على تصنيفها

نا نا في عمل  تالتي ساعد  المساعدة الآتية    التمهيديةنذكر  لكن قبل البدء بمرحلة التصنيف      
  .لاحقاً

   مساعدةتمهيدية. 7.1
  . تماثلاً بينهمـا   وليكن  ،  نصفي زمرتين منتهيتين   لتكن

  :عندئذٍ ، ولنستخدم الترميز 
 . ستملك عنصراً صفرياً كذلك عنصراً صفرياً فإن إذا ملكت  .1

 . ستملك عنصراً حيادياً كذلكاً حيادياً فإن  عنصرإذا ملكت  .2

  فإن إذا كان  .3

  ) X عدد عناصر المجموعة X#قصد بالرمز يإذْ (
  :البرهان

  يكون فإنه من أجل كل ،  وليكن صفرياً عنصراً  إذا ملكت -1

  
 بحيـث   يوجد عنصر وحيـد       فإنه من أجل كل      ولوجود التماثل   
  : يمكن أن نكتبوعليه فإنه من أجل كل ، 

 

 

 
 مـن   يحقق   عنصر  الذي يعني وجود    

  أجل كل 
  . كذلكلك عنصراً صفرياًم ت إنأي 

  يكون فإنه من أجل كل  ، وليكن   عنصراً حيادياً  إذا ملكت -2
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 بحيـث   يوجد عنصر وحيـد       فإنه من أجل كل      ولوجود التماثل   
  :ن نكتب  يمكن أوعليه فإنه من أجل كل ، 

 

 
 مـن   يحقق   عنصر  الذي يعني وجود    

  أجل كل 
  . تملك عنصراً حيادياً كذلك إنأي 

 إمكانيـة    عندئذٍ سيكون هناك      إذا كان  -3
   .لـ 

   بحيث ن وحيدان  يوجد عنصراومن أجل كل 

  
  .وعليه فإن 

  يملـك    فإن ذلـك يقتـضي أن       ،  إمكانية  يملك   وكون  
ــذلك ــة كـ ــك  إنأي ، إمكانيـ ــإن  يملـ ــه فـ ــة وعليـ  إمكانيـ

  .  
 مسبقاً ضـمن    ولّدت التي    أنصاف الزمر من المرتبة      صنّفت أعلاه   لما ذكرناه وفقاً  
  :الآتيةالأنواع 

 ياًتخالفأنصاف الزمر المتماثلة  •
 أنصاف الزمر التي تملك عنصراً صفرياً وعنصراً حيادياً •
 ي تملك عنصراً حيادياً ولا تملك عنصراً صفرياًتأنصاف الزمر ال •
 لزمر التي تملك عنصراً صفرياً ولا تملك عنصراً حيادياًأنصاف ا •
مجموعة قيم جـدول    (أنصاف الزمر التي لا تملك عنصراً صفرياً ولا عنصراً حيادياً            •

 ) تتألف من عنصرين لهاكايلي
مجموعة قيم جـدول    (أنصاف الزمر التي لا تملك عنصراً صفرياً ولا عنصراً حيادياً            •

 )ناصر عة تتألف من ثلاث لهاكايلي
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مجموعة قيم جـدول    (أنصاف الزمر التي لا تملك عنصراً صفرياً ولا عنصراً حيادياً            •
 )اً عنصرn  تتألف من لهاكايلي
 من غير الممكن وجود أي نصف زمرة لا تملك عنصراً صفرياً ولا عنصراً              أنبملاحظة  

ن نصف الزمرة التي    لأ، حيادياً ومجموعة قيم جدول كايلي لها تتألف من عنصر واحد         
 الـصفرية    الزمـرة  مجموعة قيم جدول كايلي لها تتألف من عنصر واحد هي نصف          

)the null semigroup (ًأكثر وضوحاًالتي تملك عنصراً صفريا .  
  ":نصف زمرة "إلى الصفأضفنا الدوال التالية ،  التصنيف المقترح هذالإجراء

• boolean   has_zero(); 
• boolean   has_identity(); 
• int   number_of_elements_in_Matrix(); 

يملـك   S  نـصف زمـرة    هل كان ختبار   الخوارزميات التي كتبناها لا    يأتينورد فيما   
 لحساب عـدد عناصـر      يملك عنصراً حيادياً؟   S  نصف زمرة  وهل كان  عنصراً صفرياً؟ 

  .Sمجموعة قيم جدول كايلي لنصف زمرة 
  

Algorithm 2 -  has_zero( ) function  
Determine whether a semigroup  has a zero or not 
Input: a semigroup  S  
Output: true if  has a zero element, false if it doesn’t have 

1: for each  do 
2:          
3:         for each  do 
4:                 if  then 
5:                          
6:                 end if 
7:         end for 
8:         if  then 
9:                 return  

10:         end if 
11: end for 
12: return  
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Algorithm 3 - has_identity ( ) function Determine whether a semigroup  has 
an identity or not 
Input: a semigroup  S  
Output: true if  S  has an identity element, false if it doesn’t have 
1: for each  do 
2:          
3:         for each  do 
4:                 if  then 
5:                          
6:                 end if 
7:         end for 
8:         if  then 
9:                 return  
10:         end if 
11: end for 
12: return  

  
Algorithm 4-number_of_elements_in_Matrix ( ) function 
Determine the number of elements in the set of the multiplication table values of a 
semigroup S  
Input: a semigroup  S  
Output: an integer value represents the number of elements in the set of the 
multiplication table values of  S  
1:  
2:   ( an array of boolean values of length ) 
3: for each  do 
4:         for each  do 
5:                  
6:         end for 
7: end for 
8: for  
9:         if  then 
10:                  
11:         end if 
12: end for 
13: return  



  2015 العدد الأول ـ   ـ)31( المجلد ـمجلة جامعة دمشق للعلوم الأساسية 

 
 

161

  
 اسـتخدمنا   Semigroups4و Semigroups3لكي نحدد نوع كل نصف زمـرة فـي          

   نفـسه   لهما طـول المتجهـات     index4 و index3الصحيحة   من الأعداد  للأدلة   متجهتين
Semigroups3 وSemigroups4  القيمة الصحيحة الموجودة فـي      وتوافق،  على الترتيب 

  فـي المتجهـة    iنصف الزمرة في الموضـع ) index3) index4 في المتجهة iالموضع 
Semigroups3 )Semigroups4( ،ْيشير كل عدد صحيح إلى نوع معينإذ :  

-1 ßنوع غير محدد   
0  ß  تخالفياًأنصاف الزمر المتماثلة  
1  ß ًأنصاف الزمر التي تملك عنصراً صفرياً وعنصراً حياديا  
2  ß ًحيادياً ولا تملك عنصراً صفرياًأنصاف الزمر الني تملك عنصرا   
3  ß ًأنصاف الزمر التي تملك عنصراً صفرياً ولا تملك عنصراً حياديا 

4  ß  ًأنصاف الزمر التي لا تملك عنصراً صفرياً ولا عنصراً حياديا  
 )مجموعة قيم جدول كايلي لها تتألف من عنصرين(

5  ß تملك عنصراً صفرياً ولا عنصراً حيادياً أنصاف الزمر التي لا   
 ) عناصرةمجموعة قيم جدول كايلي لها تتألف من ثلاث(

6  ß  ًأنصاف الزمر التي لا تملك عنصراً صفرياً ولا عنصراً حياديا  
 ) عناصرةأربع مجموعة قيم جدول كايلي لها تتألف من(

في المتجهتين     جميعها المواضعفي   1- بالقيمة   ابتداء index3 و index4 ،   ًنحـدد أولا
  .تخالفياًأنصاف الزمر المتماثلة 

  
 انـصف هل كان  : نختبر فيها احتجنا لطريقةٍتخالفياًولكي نحدد أنصاف الزمر المتماثلة      

  :الآتيتينتين  لذلك قمنا بكتابة الخوارزمي.تخالفياً متماثلتين ،زمرتين متماثلتين
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Algorithm 5 - checking isomorphic  
check if two semigroups, whose multiplication tables represented by two matrices 

, defined on the set , are isomorphic or not  
Input: two matrices  that represent the multiplication tables of the two 
semigroups that defined on  
Output: true if the two semigroups are isomorphic, false if they aren’t 

1: for each  do    (where is the symmetric group) 
2:     Outer : 
3:     for each  do 
4:         for each  do 

 5:             if  then 
                    
                    where  the operation defined on , 
                                 the operation defined on  

6:                         
7:                        break Outer 
8:             else 
9:                          

10:             end if 
11:         end for 
12:     end for 
13:     if  then  (  is the number of equalities of the form 

                                   that  should verify 
                              in order to satisfy the homomorphism condition ) 

14:            return  
15:     end if 
16: end for 
17: return    

ياً تنـتج مـن     تخالف زمرتين متماثلتين    ا نصف هل كان الخوارزمية الأخرى التي تختبر     
  :الآتية بالتعليمة الشرطية 5الخوارزمية السابقة باستبدال التعليمة الشرطية في السطر 

if  then 
 index3 (index4) اصر المتجهة عنبالنمر  تخالفياًالآن لتحديد أنصاف الزمر المتماثلة 

 ـ   بها كانت القيمة التي نمر      هل :ونتحقق   فـإذا كانـت مـساوية    ،  أم لا1- مساوية لـ
   ما فإذا كانت نصف الزمرة اللاحقة الموافقة لدليل      ،  كلّها اللاحقة لها بالأدلة  نمر   1-لـ

فإننا نسند القيمـة  ،  وغير متماثلة معهاليل  مع نصف الزمرة الموافقة للد   تخالفياًمتماثلة  
   . في الموضع الموافق لـ index3 (index4)لمتجهة إلى ا 0
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 فـإن قـيم هـذه     index4 و index3عناصر كل من    بوبعد تطبيق هذه الخطوة السابقة      
 من أجـل    0وإما   ، لم نحدد نوع أنصاف الزمر الموافقة بعد       إذْ 1-المتجهات ستكون إما    

 . أنصاف زمر الأخرى من النوع غيـر المحـدد         أحد مع   تخالفياًأنصاف الزمر المتماثلة    
بحيث نستطيع البحث عـن   ، تخالفياًنكون قد عزلنا أنصاف الزمر المتماثلة       ، بعبارة أخرى 

  .صفوف أنصاف الزمر المتكافئة في بقية أنصاف الزمر
 ، بحثا عن النوع غير المحـدد بعـد  index3 (index4)عناصر بالآن نمر مرة أخرى 

 number_of_elements_in_Matrix و( ) has_identity و( )has_zeroونستخدم الدوال
( ) فناها مسبقاً لتحديد نوع كـل مـن أنـصاف الزمـر فـي      التي عر Semigroups3 

(Semigroups4)وفقاً للقيم التي تعيدها هذه الدوال .  
 ـ index4 و index3لمتجهتين  إذا فحصنا ا  ، هذه الخطوات  بعد سنجد عـدد أنـصاف    ف

 ، الأنواع التـي عرفناهـا مـسبقاً   له أحدالزمر من كل نوع ونلاحظ أن كل نصف زمرة         
  .ونلاحظ كذلك عدم وجود أي أنصاف زمر متبقية من النوع غير المحدد

، ذي يقوم بالخطوات المشروحة أعـلاه     ال. Javaإن البرنامج الذي كتبناه بلغة البرمجة       
  .Table 4 وTable 3 التي نقدمها في الجدولين الآتيةطانا النتائج أع

Semigroups3  
Anti-Isomorphic & not Anti-

Isomorphic Semigroups 
Non-Determined semigroups 0 
Anti-Isomorphic semigroups 25 
Not Anti-Isomorphic semigroups 88 
Total number of semigroups 113  
The number of semigroups of each type 
Anti-Isomorphic semigroups 25 
Semigroups with both zero and 
identity 

18 

Semigroups with identity but 
without zero 

12 

Semigroups with zero but without 
identity 

33 

Semigroups without zero & without 
identity (two elements in the 
multiplication table) 

18 

Semigroups without zero & without 
identity (three elements in the 
multiplication table) 

7 

Total number of semigroups 113 
Table 3 

 

Semigroups4  
Anti-Isomorphic & not Anti-Isomorphic 

Semigroups 
Non-Determined semigroups 0 
Anti-Isomorphic semigroups 1113 
Not Anti-Isomorphic semigroups 2379 
Total number of semigroups 3492  

The number of semigroups of each type 
Anti-Isomorphic semigroups 1113 
Semigroups with both zero and 
identity 

264 

Semigroups with identity but without 
zero 

236 

Semigroups with zero but without 
identity 

1068 

Semigroups without zero & without 
identity (two elements in the 
multiplication table) 

72 

Semigroups without zero & without 
identity (three elements in the 
multiplication table) 

324 

Semigroups without zero & without 
identity (four elements in the 
multiplication table) 

415 

Total number of semigroups 3492 
     Table 4 
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ولكي نكمل هذه الرحلة الاستكشافية نحتاج أن نحدد صفوف أنصاف الزمر المتماثلـة             
  . لكل نوع من الأنواع التي أوجدناها

 من الأنواع   اًمنا بتعريف متجهات من أنصاف الزمر كل منها تمثل نوع         ذلك ق من أجل   
  .ومن أجل كل متجهة بحثنا عن صفوف أنصاف الزمر المتماثلة فيها ،التي أوجدناها

،  تأخذ كدخل لها متجهة من أنـصاف الزمـر   search_for_isoكتبنا خوارزمية لدالة
 متجهة من الأدلة الصحيحة لهـا       وتعيد، وتبحث عن صفوف أنصاف الزمر المتماثلة فيها      

  .تمثل كل قيمة صحيحة فيها صفاً من أنصاف الزمر المتماثلة،  نفسهطول متجهة الدخل
    التي كتبناها search_for_iso الخوارزمية يأتينعرض فيما 

Algorithm 6 -  search_for_iso  
search for isomorphic semigroups in an array of semigroups  
Input:  an array  of semigroups 
Output: an array of indices that represent the isomorphic semigroups      
where each number represent one class   

1:   (an array of integer values of length ) 

2: n_class  

3: for each  do 

4:       if  then 

 5:             n_class  n_class +1 

6:              n_class 

7:             for each  do 

8:                   if (  ) then 
                 (we use checking isomorphic function that we’d defined) 

9:                          n_class 

10:                   end if 

11:             end for 

12:       end if 

13: end for 

14: return  

على كل متجهة من متجهات أنصاف الزمـر         search_for_isoوباستدعاء هذه الدالة    
  .من كل نوع نستنتج عدد الصفوف في كل نوع
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النتائج والأرقام التـي توصـلنا    ،table 7 وtable 6 وtable 5 الآتيةتعرض الجداول 
  .إليها في نهاية عملنا

Table 5 
Semigroups3 

Type #semigroups #classes 
Semigroups3_AntiIsomorphic 25 6 
Semigroups3_with_zero_with_identity 18 3 
Semigroups3_with_identity_without_zero 12 3 
Semigroups3_with_zero_without_identity 33 7 
Semigroups3_without_zero_without_identity_2 18 3 
Semigroups3_without_zero_without_identity_3 7 2 
Total (including the anti-semigroups) 113 24 
Total (excluding the anti-semigroups) 88 18 

 
Table 6 

Semigroups4 
Type #semigroups #classes 

Semigroups4_AntiIsomorphic 1113 62 
Semigroups4_with_zero_with_identity 264 13 
Semigroups4_with_identity_without_zero 236 14 
Semigroups4_with_zero_without_identity 1068 54 
Semigroups4_without_zero_without_identity_2 72 5 
Semigroups4_without_zero_without_identity_3 324 15 
Semigroups4_without_zero_without_identity_4 415 25 
Total (including the anti-semigroups) 3492 188 
Total (excluding the anti-semigroups) 2379 126 

  
Table 7 

Semigroups3 
Total semigroups: 113 semigroups. 
Total Types: 6 types. 
Total Classes (up to isomorphism): 24 classes. 
Total Classes (up to equivalence): 18 classes. 

Semigroups4 
Total semigroups: 3492 semigroups. 
Total Types: 7 types. 
Total Classes (up to isomorphism): 188 classes. 
Total Classes (up to equivalence): 126 classes 

كما يمكن الاطلاع على القائمة الكاملة من أنصاف الزمر من كل نوع التي أخرجهـا               
  . أو تحميلهماالآتيينبرنامجنا من خلال استعراض الملفين 

Semigroups3.pdf [http://goo.gl/P36YhY] 
Semigroups4.pdf [http://goo.gl/QGSuYM] 

http://goo.gl/P36YhY
http://goo.gl/QGSuYM
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