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ABSTRACT 

It is known that the lattice L(G) of all subgroups of a group G does not de-
termine the group, that is, If G,H are groups, then the implication 
  is not true in general. The simplest example is given 
by the groups . Therefore, researchers (M.Suzuki, P. Palfy, S. Breas and 
others) mentioned some conditions to get that the implication is true. 

In our paper we mentioned new definitions and conditions and we have 
proved many theorems like 8.3, 9.3, 11.3, 13.3.   
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  مقدمة .1
ل  عندها تـشك   G مجموعة كل الزمر الجزئية من الزمرة        L(G) زمرة ولتكن    Gلتكن  

من خلال هذه الشبكة يمكن استخلاص      و .]6[ شبكة وفق علاقة الاحتواء      L(G)المجموعة  
فكان هذا الهدف غايتنا كما هو الحال لدى كثيـر مـن            ، ضافية للزمرة المأخوذة  إصفات  

 بعـد  .H≅L(H)⇒ G≅L(G) تتمحور هذه الورقة حول دراسة القـضية . الباحثين قبلنا
منذ ) يجاد تماثل زمري انطلاقاً من تماثل شبكي      إ(وقد حازت هذه الدراسة      .ضافة شروط إ

فوضعوا ، وجود مفهوم شبكات الزمر على أهمية بالغة لدى معظم الباحثين في هذا المجال            
  :ومن أبرزهم. الشروط المناسبة للحصول على صحة هذا الاقتضاء ضمن هذه الشروط

 زمرة بسيطة ليست Gلتكن  :الآتي صحة 1951أثبت عام  Michio Suzukiلباحث ا •
  ]7.  [  عندئذٍ زمرة بحيث Hولتكن ، تبديلية

 Gمن أجل أي زمرة تبديلية  :الآتي صحة 1986 أثبت عام  Peter P. Palfyالباحث  •
 ]5 .[ :فإن

  ]3. [2006 ذلك بأسلوب أبسط عام Grigore Calugareaun ومن ثم بين الباحث    
 زمرة تبديليـة  – G  pلتكن  :الآتي صحة 2009 أثبت عام Simion Breazالباحث  •

 زمرة تبديليـة    Hوليكن  ) تحوي زمرة جزئية تماثل     ( وليست دوارة محلياً    
  ]2 .[  عندئذٍبحيث 

 وشـروطاً  جديدة تمامـاً  تعاريف نقدم، من خلال ورقتنا البحثية الحالية     ،ونحن بدورنا 
 وذلك بعـد أن قمنـا  . H≅L(H) ⇒ G≅L(G) الاقتضاء صحة على البرهان تُمكننا من

 هماعـد  يمكـن  بحيث وشروطنا لتعاريفنا داعمين يكونان اللذين 7.3و 1.3 المثالين ببناء
 وقد حـصلنا    .صحتها سنثبت التي المبرهنات في والشروط التعاريف هذه لتقديم مبررين

كُلياً عما توصل إليه الباحثون سابقاً       ها مختلفة   النتائج الجديدة التي يمكن عد     من عدد على
  .في هذا المجال

  ساسياتأ.2
  G زمرة جزئية من  A أن  يقصد بالرمز

يقال عن الزمـرة    .  زمرتين جزئيتين منها     A,B زمرة ولتكن    Gلتكن  ] 4[:1.2تعريف
G إنها جداء شبه مباشر داخلي للزمرة B على A (internal semidirect product of B 

by A)الآتي تحقق إذ  ونكتب :.   



  دراسة جديدة للتماثلات بين شبكات الزمر ـ الحلقي وأبو حمدة

 170 

 مفهـوم   إلى  التعريف السابق يؤول   فإن G ناظميتين في    B و Aعندما تكون   : ملاحظة
  .الجداء المباشر

إما تكون   ،  عددان أوليان و   p,q إذْ، pqكل زمرة مرتبتها    ] 4[:2.2مبرهنة  
 علـى زمـرة دوارة مـن    qدوارة أو جداء شبه مباشر داخلي  لزمرة دوارة من المرتبة     

 لا  (r-1) ،  :إذْ،   أي من الـشكل    pالمرتبة  
   . (q-1) يقسم p و ، qلقسمة على يقبل ا

 ، إذْ  زمـرة دوارة مرتبتهـا       Gلـتكن   ] 1[:3.2مبرهنة
 زمرة  Hولتكن  .  ، و ،أعداد أولية مختلفة  ، 

ــا ــذ . م ــط  إعندئ ــت إذاذا وفق ــرة دوارة مرتبH كان ــا  زم ته
  .أعداد أولية مختلفة ،  ، إذْ 

  ]6[:4.2مبرهنة 
 زمـرة تبديليـة     – pإذا وجـدت    .  عدد أولي  p إذْ،  زمرة تبديلية منتهية   – G pلتكن  

   . عندئذٍ بحيث Hولتكن 
  : نتائج. 3

  :الآتيةروط يبين هذا المثال أن الش: 1.3مثال 
 

  لا تؤدي إلى أن 
  لنأخذ 

فنلاحظ أن:  
 

  
  أي 
   أن  3.2المبرهنة نلاحظ بحسب كما 

 إلّا أن  



 2015  العدد الأول ـ ـ) 31( المجلد ـمجلة جامعة دمشق للعلوم الأساسية 

 171 

نقول . ثلاً شبكياً  تما  زمرتين ما وليكن     H,G لتكن   :2.3تعريف
  ذا كان إتماثل شبكي  -Aإنه ثلعن التما

 تمـاثلاً  -A  ولـيكن  ، زمرتين ما  H,Gلتكن  : 3.3تمهيديـة 
  فإن  عندئذٍ. شبكياً
  . تماثلاً شبكياً -A  يكون  

ن  هو تماثل شبكي لنبـي     واضح أن   : البرهان
 ل شبكيتماث-Aه أنّ

 وهذا   ومن ثم  لكن  
أن ما يبيهو ن A- تماثل شبكي.  

  *:ترميز
تماثل شبكي ومن -A عبارة عن  ن إ زمرتين بحيث H,Gلتكن 

ز هذه التماثلات بالشكل  ثمالآتي لنرم:   

  
  .كلّهما سيأتي  في Rنعتمد هذا الترميز لــ 

تماثل  -Aعبارة عن       زمرتين بحيث    B,Gلتكن  : 4.3تعريف  
 مـن   ذا تحقق الآتـي مـن أجـل كـل           إ تماثل شبكي    – H إنه   نقول عن   . شبكي  

:   

 
   و  إذْ

ولـيكن  .  تماثلاً شبكياً   زمرتين وليكن    B,G لتكن   :5.3تعريف  
 إذا كــان  K تماثــل شــبكي فــوق   – H إنــه نقــول عــن . 

  . تماثل شبكي– H عبارة عن 
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   ث زمرتين بحي  G,Kلتكن   :6.3مبرهنة  
أعـداد أوليـة    ،  ،أعداد أولية مختلفـة و     ،، إذْ

 يكون  ، عندئذٍ.  تماثل شبكي    - A عبارة عن    وليكن  . مختلفة
H – تماثلاً شبكياً فوق كل زمرة جزئية سيلوفية من G.  

  :البرهان
 G زمرة جزئية سيلوفية من      -فإن كل    أن نظراً إلى 

 زمرة سيلوفية   Mإذا فرضنا  أن     .  هي زمرة دوارة   ومن ثم ها عدد أولي    هي زمرة مرتبت  
حسب بلأنه  ،  تماثلاً شبكياً    - H يكون     عندئذٍ Gمن  

ــة  ــون3.3التمهيدي ــن   يك ــارة ع ــبكي  -A عب ــل ش ــدينا  . تماث ــا  ل كم
، من   من أجل كلمن ثم :  

 
 هو  ن أن      وهذا ما يبي   ،و  إذْ

H – تماثل شبكي فوق M   
التاليتين اللتين كل منهما جداء شبه مباشـر داخلـي    B,G   لنأخذ الزمرتين: 7.3مثال 

   :3 على زمرة دوارة مرتبتها 91لزمرة دوارة مرتبتها 

  
 

  :الآتييحقق   د تماثل شبكي سنبين في هذا المثال أنه يوج •
1.   
 تماثل شبكي -A عبارة عن   .2

 Gتماثل شبكي فوق كل زمرة جزئية سيلوفية من -H عبارة عن   .3

    أنـه يوجـد تماثـل مثـل         وذلك لأنه لـو فرضـنا جـدلاً          نلاحظ أولاً أن
   كون عندئذ ي .
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  :إذْ
ولمـا  .  أوليان نسبياً i,91والعددان، 

ــان  ــإن كـ ــم  فـ ــن ثـ  ومـ
 وهذا غير صحيح ومن ثم .  

  : الذي يحقق الشرطينبناء التماثل الشبكي •
  ):تماثل شبكي-A عبارة عن  (& )  فإن(

  
  

 

  
 

  : يكون لدينا  من ه من أجل كل نّأومن الواضح 

  :وأيضاً

  
   إذْ  يكون 2.2حسب المبرهنة بومنه 

   يكون لدينا من jوكذلك من أجل كل 

  
  :وأيضاً

  
   إذْ يكون ومنه 

      &وبـــذلك يكـــون 
   &  إذْ

  .لزمر الدوارة التي لها المرتبة ذاتهاإلى اومثل هذا الأمر واضح بالنسبة 
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  :الآتي تملك الشكل G لأن التماثلات لــ وأيضاً 
 والعددان    إذْ  

u, 91ًأوليان نسبيا .  
 6.3ينتج مباشرة من المبرهنة .  3وأخيراً  فإن  

 تمـاثلاً   -A  زمرتين مـا ولـيكن       H,Gلتكن  : 8.3مبرهنة  
  :عندئذٍ . زمرة منتهية-p عبارة عن   G ولتكن. شبكياً
1( H تكون p- زمرة منتهية.  
2( .   

  :البرهان
  ].6[ زمرة منتهية  H زمرة منتهية وعليه تكون Gلدينا 

 إذْ، r هناك قاسم اولي لمرتبتها مثل من ثم زمرة -p  ليست    Hلنفرض مؤقتاً أن     )1
 . بحيـــث يكـــون   يوجـــد مـــن ثـــم  .  
نه بالاسـتفادة  وم .و بحيث يكون Mخرى توجد   ومن جهة أ  

   بحيث يكون    زمرة يوجد -p هي   G ومن كون    3.2من المبرهنة   
 ََعبـارة عـن         وكون    ومن ثم A-                                           تماثـل شـبكي يكـون

 مـا ينـاقض    p=r ومن ثم  أي     
  زمرة -p    هيHاذاً   .  كون 
 ليكن  )2

  لنفرض أن 
  :n=mأن ) nعلى العدد الطبيعي (لنبرهن بالاستقراء الرياضي القوي 

   n=m يكون  وكون n=1من أجل 
  ولنفرض مؤقتـاً   n ولنبرهن صحته من أجل      نفرض صحة النص من أجل      

 أي كمــا أن . مــن ثــم   و فيكــون 
  بحيــث يكــون  ثمــة ومــن ثــم  ord(T)= .
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 فيـصبح لـدينا     ولـيكن      .  يكون     وكون
وأن ) 3.3 التمهيدية( تماثل شبكي  -A  هو  وحيث إن  . 

 ord(T)= ْإذ     فبحـــسب الفـــرض الاســـتقرائي نجـــد أن 
  

ومـن ثـم   ،  ومن ثم وعليه يكون   
  

ذاً إ .  وهذا يناقض  ومن ثمn=m      
   . بافتراض n=mوبالأسلوب نفسه يبرهن على أن  

  اًإذ

تماثل -A عبارة عن   وليكن ة منتهيةزمر Gن  كتل :9.3مبرهنة  
   .:   عندئذ. شبكي

  :البرهان
  ].6[ زمرة منتهية H من ثم زمرة منتهية Gلدينا 

   .  فمـــن الواضـــح أن  إذا كـــان
ــرض أن  ــذٍ .لنفـ    إذْ   عندئـ

توجد  ومن ثم .  ، و   ،أعداد أولية مختلفة    ، ،
  لـتكن .    من المجموعة     من أجل كل   سيلوفية    جزئية  زمر Gفي  
ثـم بفـرض أن     .  عندئـذٍ . G زمرة جزئية سيلوفية من      -أية  

تماثـل شـبكي     -A هـو      يكون 
   يكـون  8.3 مبرهنـة حسب ال بو) 3.3 حسب التمهيدية ب(

 زمرة سيلوفية ولـتكن     في    محتواة كون  ت ومن ثم  ليست سيلوفية    لنفرض أن   الآن  
B  ومنه توجد في     من ثمG  زمرة جزئية مثـل A  بحيـث 

تماثل شـبكي    -A هو    لدينا    خرىأومن جهة   . يكون  
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وهـذا مرفـوض       نجد 8.3مبرهنةحسب ال بف
ه لا يوجد   نّأكما   .Hلوفية في الزمرة    ي س ةهي زمر اذاً   G لمرتبة   قاسماً ليس   كون  
 بفرض هناك زمـرة     لأنه ) مختلفة عن   (خرى  أ زمر سيلوفية    Hفي  

،   إذْ ،،  عـن    مختلفـة    مثـل  سيلوفية
 زمرة  G توجد في    فعندئذٍ) مثلاً( ،ي يحقق    عدد أول  

 ـ.    بحيث يكون  جزئية مثل     ه  ومن
    نجـد   8.3 مبرهنـة حـسب ال  بمنـه   و) 3.3لتمهيديـة احسب  ب(اً   شبكي تماثلاً -A يكون  

 G  لمرتبة  ليس قاسماً  وهذا مرفوض كون      
)(  

  يستدعي أن يكون  ذلك كلّه
  :10.3تمهيدية 

. تماثـل شـبكي    -H عبارة عن     زمرتين بحيث    B,G لتكن  
* ليـه فـي الترميـز     إ المشار   إذْ    بحيث    من   وليكن  
  : عندئذٍوليكن

1. . 

هـو المطـابق علـى      ذا كانإذا وفقط إ <x>هو المطابق على  .2
.  

 ا كانذإذا وفقط إ sمرتبته    عندئذٍ كان  إذا .3

    sمرتبته  
  :لبرهانا

 وكـون   كـون   ت من ثـم    بفرض .1
تماثـــل شـــبكي يكـــون     -H  عبـــارة عـــن 
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 وهـــــذا مـــــا يؤكـــــد أن 
  .نبرهن العكس نفسها لية لآوبا 

 هو تماثل زمري كمـا لـدينا   لدينا   .2
ــى    ــابق عل ــو المط ــمx>  >ه ــن ث  إذاً  وم

 تماثـل  -H عبارة عـن    وكون   
هـو   g  ن أن يبـي   وهذا ماشبكي يكون

  .نبرهن العكسنفسها لية الآ وبالمطابق على 
 تماثـل   عليه يكـون    تماثل شبكي و   -H عبارة عن  لدينا   .3

  .مذاً المطلوب قد تإ) يحافظ على المرتبة (زمري يحقق
   عبـارة عـن     زمـرتين بحيـث      B,Gلتكن  : 11.3مبرهنة

H-   ٍذا كانت   إ تماثل شبكي عندئذG    عبارة عن p –     إذْ زمرة منتهية تبديلية p   أولي فردي 
  . زمرة منتهية وتبديلية– p هي Bفإن 

  :البرهان
حـسب   ب شبكياً و   تماثلاً -A يكون إن   . زمرة منتهية  B من ثم  زمرة منتهية    Gلدينا  

ن أنهـا    زمرة و  لنبـيp –       عبارة عن  B ، من ثمord(G)=ord(B)   يكون   8.3 مبرهنةال
هـو تماثـل       التطبيـق  من ثم  زمرة تبديلية    Gلدينا   :تبديلية

 يكـون    G مـن    x وكمـا أنـه مـن أجـل كـل             2زمري مرتبتـه    
 -H  عبـارة عـن    أننظراً إلى و. 2ه  اثلاً زمرياً مرتبت   تم 

 يكون   تماثل شبكي فبفرض أن   
 تماثل شبكي، من ثـم      خرى لدينا     من جهة أ  ). 10.3التمهيدية   (2ته  تماثلاً زمرياً مرتب  

 مما سبق نجـد      بحيث   G من   x يوجد   B من   yمن أجل كل    
. 2 تماثلاً زمرياً مرتبتـه        يكون B من   yل كل   من أج 
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  وكـون )  زمـرة – p عبارة عـن   B  ( بفرض أنі   لنحدد قيمة 
  :  عليه يكون2مرتبته 

  
  هماين يقسم كلأ لايمكن أنههما لنبرهن و يقسم كليأ يقسم  pالعدد من ثم 

  
  

  ) أولي فرديp( وهذا يناقض الفرض p|2اذاً 
ــم ــن ثـ ــدد مـ ــسم p العـ ــساواة  يقـ ــن المـ  ومـ

نجد أن   
  :نستنتج

  
   يكوننأ  وهذا يناقض الفرض اذاً لا بد2 وليست 1  تساويمرتبة 

  
ــل   ــل ك ــن أج ــك م ــن yذل ــد B م ــن تمدي ــذلك يمك ــى  وب  B عل

  بالشكل
  . تبديليةB تماثلاً زمرياً ذلك كفيل بأن تكون وكون 
 عدد أولي فردي وليكن                p إذْزمرة   -p زمرة تبديلية منتهية  و       Gلتكن   :12.3مبرهنة

    تماثل شبكي عندئذٍ-H عبارة عن  
حسب بزمرة و  -p هي   B من ثمord(G)=ord(B)  يكون   8.3 مبرهنةالحسب  ب :البرهان

  . تم يكون المطلوب قد4.2حسب المبرهنة ب زمرة تبديلية وBتكون  11.3 المبرهنة
 إذْ  لا يقبل القسمة على   ord(G) زمرة تبديلية منتهية بحيث      Gلتكن  : 13.3مبرهنة
تماثـل شـبكي   -A عبارة عـن   زمرة بحيث   Bولتكن   .
    عندئذGٍ تماثل شبكي فوق كل زمرة جزئية سيلوفية من -Hويحقق أنه 
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  :البرهان
 أعـداد    إذْ   زمرة منتهية عندئـذٍ    G ما دامت 

ــة و ــة مختلف ــم ب،  ،أولي ــن ث ــسب وم ــة الح    9.3مبرهن
تبديلية فهي جداء مباشر     G وكون    

 .  أي إن لزمرها السيلوفية   
هـي زمـر ناظميـة      ، ،  ومن ثم  زمرة تبديلية    Gوكذلك لدينا   
ــموســيلوفية  ــدة    مــن ث ــه. ســيلوفية هــي الوحي : بفــرض ، ومن

،   فإن 
هو    وإن A-    يكون   8.3مبرهنةالحسب  بو، )3.3حسب التمهيدية ب(تماثل شبكي 

  سيلوفية في      تكون ومن ثم B . هي الوحيـدة    وما دامت
  ناظميـة مـن ثـم يكـون    وفية اذاً    سـيل   الوحيـدة     سيلوفية   تكون   

تماثل شبكي وهنا    -H  هو لدينا    وايضاً    .
   :الآتيتيننميز الحالتين 
ــان  ــاً إذا ك ــدداً فردي ــون  إذْ ع ــة ب يك ــسب المبرهن   12.3ح

  
حـسب الفـرض    ب عدد زوجي ف    بحيث    ن المجموعة  م وإذا كان هناك    

 فهي زمرة   2 مرتبتها    فإن   فإذا كان    .  أو   يكون  
زمـرة    مـن ثـم   أيضاً 2 مرتبتها   يكون   8.3 مبرهنةالحسب  ب و 2دوارة مرتبتها   
 4 مرتبتهـا     يكـون    وإذا كان   .  إذاً   2دوارة مرتبتها   

يكـون   4.2 حسب المبرهنةب تبديلية و اً إذ أيضا4ً مرتبتها    8.3 مبرهنةالحسب  بو
  وبذلك نستخلص 

   
    وكون
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  يكون 
  :14.3مبرهنة 
،  زمــرة تبديليــة منتهيــة بحيــث Gلــتكن 

ــتكن  ــة مثنــى مثنــى ول ــة مختلف  زمــرة بحيــث B أعــداد أولي
  تماثل شبكي عندئذٍ -A عبارة عن 

  :البرهان
 وكون    9.3 مبرهنةالحسب  ب

Gإأي لزمرهـــا الـــسيلوفية   هـــي جـــداء مباشـــر   تبديليـــة فن:  
  

ــم : بفـــرض ، ومنـــه. ســـيلوفيةهـــي الوحيـــدة  مـــن ثـ
       وإن     فإن  

 يكـون    8.3 مبرهنـة الحـسب   بو) 3.3حسب التمهيدية ب(تماثل شبكي   -A هو   
هـي الوحيـدة      ومادامت  .B سيلوفية في     تكون   ثمومن   

 يكـون   مـن ثـم    ناظميـة    سـيلوفية اذاً      الوحيـدة    سيلوفية  تكـون   
.  

يكـون   4.2 حـسب المبرهنـة   ب تبديليـة و    فتكـون   مرتبتها   خرى  أمن جهة   
    وبذلك نستخلص

 وكـــون
  يكون 
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