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ABSTRACT 

Conditions of boundedness of solutions, and  their first and second derivatives, in the  
Lp[0, +∞[  space  are demonstrated in this work for the following nonlinear third order 
differential equation : 

 
The results are obtained using the second integral mean value theorem (Bonnet 

formula) and the integral inequalities. Some suitable examples are also demonstrated . 
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  المقدمة -1
   ]∞+ ,Lp[0  في الفـضاء حلولٍ محدودةٍ وجود عنمبرهنات  في هذا البحث عرضتْ

   :من الشكللفئة من المعادلات التفاضلية غير الخطية من المرتبة الثالثة 

  
  

  
ل دوا : إذْ 

 ذلـك فـإن الـدالتين       فضلاً عن ،   مستمرة في    وحقيقية،  
 مـستمرة فـي    فـي حـين  ،  ]∞+ ,0] مستمرتان في المجال

   . مستمرة في  و
مع مشتقاتها  ) 2(و) 1 ( المعادلتين  محدودية جميع حلول   عنلتحري   ا إلى البحث   هدف

 إعطاء شروط تضمن وجود هـذه الحلـول فـي           فضلاً عن من المرتبة الأولى والثانية،     
  .  ]∞+ ,Lp[0 الفضاء 

   ]∞+ ,Lp[0 وكذلك في الفـضاء   ]∞+ ,L2[0 إن مسألة محدودية الحلول في الفضاء 
لمعادلات تفاضلية غير خطية من مراتب مختلفة كانت مثار اهتمام العديد من الرياضـيين    

مثل هذه المسألة في الغالب مـن        رستْد .]10،  9،  7،  3،  2،  1[ في الأعمال  عقود   عدة
، 8،  7،  1[  فـي   خطية من المرتبة الثانية على سبيل المثـال        تفاضلية غير ت  أجل معادلا 

 بضع نتائج فقط متعلقة بالمعادلات التفاضلية غير الخطيـة مـن            وهناك،  ]13،  12،  11
نتائج الّتـي حـصلنا    التعدL2[0, +∞[  .  اقتصرت على الفضاءتيالّ ]16 [المرتبة الثالثة

 استخدمنا تقنية مـشابهة لتلـك       إذْ،  ]10،  8،  7،  1 [عليها في هذا العمل استمراراً لأعمال     
  .]1 [المستخدمة في

  : عاريف ومبرهنات أساسية ت-2 
  :]175P .15 [1 تعريف -2-1

لجملة المعادلات التفاضلية نقول إن:  
  

     : المتراجحة الآتيةتحققت بحيث    ثابت إذا وجداً محدود حلاً
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  2:ريفتع -2-2
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  يوجـد    تعني بأنّه من أجل كـلّ       

    .:  فإن : بحيث إذا تحقق
 ]p 4 ,.143[ 3 تعريف -2-3

:  بحيـث يتحقـق  بلـة للقيـاس    إلى مجموعة الدوال القايرمز الفضاء   
  

    . إذْ
  )Darboux مبرهنة : (]p 14 ,.10 [1 مبرهنة -2-4

 قابلة للمكاملة ريمانيـاً      دالة محدود، عندئذٍ تكون الدالة       : لتكن
 بحيث يتحقق من أجـل   :  وجد من أجل كل  إذا وفقط ا إذ على  

  : للمجال كلّ تجزئة 
  

  : إذْ
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   ))خاصة القيمة الوسطية( Darbouxخاصة  (:]p 18 ,.191 [4 تعريف -2-5

، إذا وجد من أجـل      Darboux  تحقق خاصة       :نقول إن الدالة    
  .:  فإن بين  بحيث إذا كان  عدد كلّ 

   :]p 18 ,.191 [1 ملاحظة -2-5-1
   . Darbouxكلّ دالة مستمرة تحقق خاصة 

  )مبرهنة القيمة الوسطى الأولى للتكامل (:]p 19 ,.290 [2 مبرهنة -2-6
،  إشارة ثابتة  ، بحيث يكون لـ     ن للمكاملة على    ين قابلت ي دالت إذا كانت   

  عندئذٍ يوجد
  :بحيث يتحقق  )  إذْ (

   
   )لقيمة الوسطى الثانية للتكاملامبرهنة ( ]: 19، 6[3 مبرهنة -2-7

 موجبة   دالة  دالة قابلة للمكاملة،      إذْ،   دالتان معرفتان على     بفرض  
  :  بحيث يتحقق، عندئذٍ يوجد وتناقصية

   
   :]p 19 ,.291 [الإثبات

ــت ــن   إذا كان ــذٍ م ــد :  عندئ أن  نج
   . قابلة للتطبيق من أجل أية  لذلك تكون العلاقة  

 تجزئـة للمجـال      : ، ولـتكن   : أنلنفرض  
   .  : إذْ 
  : لنضع
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 فـي   قـيم الأطـراف للدالـة         : باعتبار أن  :  إذْ
 .      الّتي تظهـر فـي      للدالة   هي النقطة الوسطى تماماً      نفرض أن

  :ندئذٍ ع على )  العلاقة ( مبرهنة القيمة الوسطى الأولى
   

  :                 لنضع
   

 مستمرة و تبلغ الحدود الدالة عندئذٍ نلاحظ أن  ، من المساواة ومن ثم :  
   

  :نحصل على
]S'=    

  
تناقصية، نحصل على  و الدالة: نظراً إلى أن :  

   

لنفرض أن :  
   

  :برهان المتراجحةعندئذٍ يجب 
    

 مـن تعريـف تكامـل ريمـان         عندئذٍف ،: في الواقع، إذا كان لدينا    
  : نجدعلى الدالة  Darboux بتطبيق مبرهنةو

   
و      
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  : من جهة أخرى
 

  
  :  نستنتجومنه

   
  : ، فعندئذٍ يكون :لكونو

   
           : يكون  كافٍ كبيرة بقدرٍ ال   جميع قيم  من أجل و  :وبشكل أدق 

  .)6 (مما يؤدي إلى تناقض مع  
يكون لدينا ) 7(  واستناداً إلى ،:  لنفرض أن:  

   
خاصة (حسب خاصة القيمة الوسطية ب مستمرة، عندئذٍ  ونظراً إلى أنDarboux  (

  :  المساواةومن هنا تنتج صحة، :  يكون إذْ يوجد 

    
  .وهو المطلوب

  :]p 5 ,.17 [4 مبرهنة -2-8
حلّ   (t) دالة مستمرة و   ،   مجموعة مفتوحة في   إذا كانت   

أكثر من . مجال أعظمي لوجوده إلى  لـ تمديد يوجد   ، عندئذٍ على مجال ما  ) 3 (لـ
 ـالمجال الأعظمي لوجود الحلّ      ، إذا كان    ذلك  ، فـإن    )3( ل

   . وعندما  (Boundary of D) تسعى إلى حدود المجموعة 
   ]:p. ,5 17، 18] [1[2 لاحظة م-2-8-1

 مدة في   اً في أمثلة محددة للتحقق من أن الحلّ يكون معرف         4مبرهنة  اليمكن أن تستخدم    
  .كبيرةزمنية 
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 ، إذا كان المطلوب إثبات أن الحلّ معرف على المجال           على سبيل المثال  
  :يكفي إجراء الآتيفعندئذٍ 

،   فـي المجـال       إلـى  مـستمرة بالنـسبة      إذا كانت الدالة    
ــتطعنا و ، ــلّ اس ــات أن الح ــة  إثب ــق المتراجح  :   يحق

 ـ  يكـون    إذْجميعها    من أجل قيم       وذلك   اً معرف
   .  علىاًمعرف عندئذٍ من الضروري أن يكون ف، دوماً
ــارلن ــستطيل  ، و   :خت ــرف الم ــشكلولنع                      : بال

 محدودة في   عندئذٍ تكون   ، ف 
 و  يمتد إلـى حـدود        مبرهنة الامتداد تقتضي بأن الحلّ        أن ونظراً إلى ،  

 صـورة  إلى تلـك الحـدود بوصـول          يصل الحلّ أن  ، فمن الضروري    
  قـيم  مـن أجـل    اًموجـود  ، لـذلك يكـون      المستطيل المعـرف بــ      

  . المطلوب يكون قد تم اختيارية ن نظراً إلى أ، وجميعها 
  ة النتائج الرئيس-3

  :5 مبرهنة -3-1
  : ليكن

  

  : الآتية الستةلنفرض تحقق الشروطو
a.  :   . 

b.  دالتان متناقصتان،  .  

c. ، ، ْــان   إذ ثابتـ
 .موجبان

d.   ، ْثابت موجب إذ . 

e.  ، . 
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f.  بحيث يتحقق  توجد دالة غير سالبة  :  
   

 ، ،    .  
   . محدودة في المجال  جميع حلول المعادلة تكون عندئذٍ

  :ثباتالإ
 علـى   حلاً وحيـداً   )1( ، ينتج أن للمعادلة   ]17 [باستخدام مبرهنة وجود الحلّ التقليدية    

  :        ، وذلك من أجل أية شروط ابتدائية  إذْ الأقل في المجال 
  

لة الناتجـة    ومكاملة طرفي المعاد   بالمقدار  ) 1 (المعادلةبضرب طرفي   
  :  نحصل على إلى 0 من  إلىبالنسبة 

  

   
  : نجد أنو بمعاينة الشرط 

: غير سالبة فإن   وهي دالة     ولكون  ،  ثابت مستقل عن     : إذْ
  

  :علىمن جهة  نحصل وبالاستفادة من الشرطين 
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  : نجد)8(ومن جهة ثانية واستناداً إلى المتراجحة 

ني مـن الطـرف     وبتطبيق مبرهنة القيمة الوسطى الثانية للتكامل على الحدين الأول والثا         
   :  الشرطين بالحسبان، آخذين )9 (الأيسر للمتراجحة

  
  : يكون

  
  :      إذْ

    

   
  . ،  عددان من المجال  :إذْ

  : نأونظراً إلى 
  )حسب الشرط  (

  :تأخذ الشكل )10 (فإن المتراجحة
   

  ثابت مستقل عن      ونظراً إلى أن   تكون محدودة، الأمر الّـذي       فإن 
   غيـر    محـدودة لكانـت       محدودة لأنّه لو لم تكن       يعني بأن 

  .من الفرض هذا يناقض الشرط  و،محدودة
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   نجد بشكل   )1-8-2( ، واستناداً إلى الفقرة    محدود في المجال     أي إن 
 محدود فـي     أي إن    ، على المجال     الوجود الشامل للحلّ  مشابه  
  :  بحيث يتحققيوجد ثابت موجب   وهذا يعني بأنّه،المجال 

   
   :6مبرهنة -3-2

  :نين الآتييمحققة، أكثر من ذلك لنفرض تحقق الشرط 5لنفرض بأن شروط المبرهنة 
g.  : .  

h.  يتحققإذْ  توجد دالة غير سالبة   :  
    

  تكون محدودة فـي  من المرتبة الأولى والثانية ) 1 (لمعادلةلحلول مشتقات العندئذٍ فإن
   .المجال 

  :الإثبات
 ومكاملة طرفـي     بالمقدار   )1( المعادلةبضرب طرفي   

  :  نحصل علىإلى  0 من  إلىجة بالنسبة المعادلة النات

 
   

   

   

   . وبالاستفادة من الشرطين  وذلك  
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  : أصبح لدينا 

   

  

 

  : نجد أن ط وو بمعاينة الشر

  

           

 

   

  
  :نجد) 12 (هذا من جهة، ومن جهة ثانية واستناداً إلى المتراجحة

  :إذ 
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  : يمكن أن نكتبومنه

   

  : وذلك لكون
  

  ثابت مستقل عن      ونظراً إلى أن    محدودتان،   ، فإن 
   لكانـت  لـو لـم يتحقـق ذلـك     لأنّهتان محدود ، الأمر الّذي يعني بأن 

  .من الفرضهذا يناقض الشرط  و،ني غير محدودت، 
   للفقـرة   بمناقشة مـشابهة  و،   في المجال    تانمحدود ،  أي إن 

 ، نإنه ف وم على المجال  الوجود الشامل للحلّ نجد )2-8-1(
 ـ انيوجد ثابت   بأنّه ، وهذا يعني   على كامل المجال     تانمحدود   ان موجب

  :  بحيث يتحقق
 

 
  

   :7مبرهنة -3-3
  : تحقق الشرط الآتيعنفضلاً محققة، لنفرض بأن شروط المبرهنة 

i.  ،ْثابت موجب، ،  إذ . 

   . تنتمي للفضاء )1(عندئذٍ تكون جميع حلول المعادلة 
  :الإثبات

نظراً إلى أن     : فإن    :  
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  : نجد) 10 ( العلاقةبالحسبانوبالأخذ 
   

   .:  وذلك لكون
  : ومنه يكون

   
ومنه فإن    : .  

نجد أنّه يمكننا تمديـد الحلـول        الحلول محدودة    ونظراً إلى أن  ،  كذلك بمناقشة مشابهة  
  :، أي إنعلى كامل المجال 

                                            
   :1مثال تطبيقي  -3-4

  :لتكن لدينا المعادلة التفاضلية غير الخطية من المرتبة الثالثة الآتية 

نلاحظ أن  :  

   
    ،.   

 ،: وهـي دالــة متناقــصة ومحــدودة   
.   

   .،  و
   ،.   
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  :  نأكما 

   

  . قابلة للمكاملة أنّهاوهي دالة غير سالبة ، كما     :إذْ
 في  اً محدود يكون) 16 ( للمعادلة  وأي حلّ     محققة، 5 ومنه فإن شروط المبرهنة   

   .المجال 
   . ،   :ولدينا أيضاً

     و
  . دالة قابلة للمكاملة وهي دالة غير سالبة: إذْ

   مشتقات الحلول من المرتبـة           محققة 6شروط المبرهنة   أي إن الأمر الّذي يعني بأن ،
  .ةتكون محدود) 16 (ادلةالأولى والثانية للمع
و بملاحظة أن :  

  
  .7حسب المبرهنة ب، تنتمي للفضاء  )16 (لمعادلةأن حلول انجد 

  :3 ملاحظة -3-5
 لاتتحقق شروط   في حين  ،)2 ( محققة من أجل المعادلة    6و 5ن  يتبقى شروط المبرهنت  

لتنتمي حلولهـا إلـى     ) 2 ( إضافية على أمثال المعادلة    اًشروطنضع  ، ولذلك س  7المبرهنة  
  .الفضاء 

  : 8مبرهنة -3-6
 ني تحقـق الـشرط    أكثر من ذلك نفرض   محققة،   6 و 5 نالمبرهنتيلنفرض أن شروط    

  :نيالآتي
j. ، ،ثابت موجب ،:  حيث . 

k. ، ،  ثابت موجب .  
للفضاء تنتمي ) 2 ( جميع حلول المعادلةفإن.  
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  :الإثبات
 ومكاملة طرفي المعادلة الناتجة     بالمقدار  ) 2 (المعادلةبضرب طرفي   

  :  نحصل علىإلى  0 من   إلىبالنسبة

 

   
   

                        
   

    ).7 (ومن  ، ، ،ط وبالاستفادة من الشر وذلك
  : أصبح لدينا

 
   

  :بالتجزئة نجد) 17 (لأول من الطرف الأيسر للمتراجحةوبمكاملة الحد ا
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  :بملاحظة أنو

    .)15(، )11 (ومن ،بالاستفادة من الشروط  
  : نستطيع أن نكتبعندئذٍ 

 

  
  :نجد من الشرط و

  

   

  : نجد)18 (، ومن جهة ثانية واستناداً إلى المتراجحةهذا من جهة

  

  

  

 
  : عندئذٍ يكون

  

   . وهو ثابت مستقل عن   :إذْ
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ومنه فإن  :.  
نجد أنّه يمكننا تمديـد الحلـول        الحلول محدودة    ونظراً إلى أن  ،  كذلك بمناقشة مشابهة  

  :، أي إن على كامل المجال 
                                            

  : 2 مثال تطبيقي -3-7
  :غير الخطية من المرتبة الثالثة الآتيةلتكن لدينا المعادلة التفاضلية 

 نلاحظ أن  :  
   

   
    ،.   

 ، :  وهي دالة متناقصة ومحـدودة        
.   

  .، و
  :  نأكما  

   

  .نّها قابلة للمكاملةوهي دالة غير سالبة، كما أ   :إذْ
في  اًمحدود يكون   )19( للمعادلة   ، وأي حلّ    محققة 5ومنه فإن شروط المبرهنة     

   .المجال 
  .   ،  :ولدينا أيضاً

                  و
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  .دالة قابلة للمكاملة وهي دالة غير سالبة  : إذْ

   مشتقات الحلول من المرتبـة         ، الأمر  محققة 6شروط المبرهنة   أي إن الّذي يعني بأن
  .ةتكون محدود )19(الأولى والثانية للمعادلة 

وبملاحظة أن :  
   

  .8حسب المبرهنة ب، تنتمي للفضاء ) 19 (ةلمعادلنجد أن حلول ا
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