
  2008 ـ الثانيـ العدد ) 24(مجلة جامعة دمشق للعلوم الأساسية ـ المجلد 

 53

  
صفان من المنطويات المترية التلامسية ثلاثية الأبعاد شبه 
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  الملخص

Mالبعد من المنطويات المترية التلامسية ثلاثية) صنفين(ندرس في هذا البحث صفين ، حيث نوجد 3
 ـ شـبه  (Ricci)  ي ريـش اًفي البداية الشرط اللازم والكافي حتى يكون المنطوي المتري التلامسي منطوي

جد بعد ذلك علاقتين يجب أن يحققهما المنطوي المتـري التلامـسي   ثم نو . الثابتمط من النتناظر جزئياًم
),,(_ثلاثي البعد ومن النمط  νµκالثابتمط ومن الن شبه متناظر جزئياًاً ريشياً،ليكون منطوي .  

  
  

منطـوي ريـشي شـبه    المنطوي المتري التلامسي ثلاثي البعد، ال   :الكلمات المفتاحية 
 من النوع الثابت، المنطوي المتري التلامسي مـن         المتناظر جزئياً 

),,(_النمط  νµκ.  
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ABSTRACT 
 In this article we study two classes of contact metric three manifolds,  

where first we investigate the necessary and sufficient condition for the contact 
metric three manifold to be partially  pseudo- Ricci-symmmetric manifold of 
constant type. 

We find also two relations that the 3-dimensional _),,( νµκ  contact 
metric manifold has to satisfy to be partially pseudo- Ricci-symmetric manifold 
of constant type.  
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  [2][3]][6] مقدمةال -1
M تفاضلي المنطوي التلامسي هو منطوٍ    n 12 معرف عليـه شـكل      ،2n+1 بعده   +

) : بحيث يكونηأحادي شامل ) 0≠∧ ηη d nفي كل نقطة من المنطوي M n 12 + .
),,,(يفة  تلامسي بنية مترية تلامسية رديوجد لكل منطوٍ gηξφ حيث ،ξ  حقل متجهات

حقل تنسوري شـامل مـن    φ،  (Reeb)أوحقل ريب شامل يدعى حقل المتجهات المميز،
  : بحيث تتحقق العلاقات الآتية، مترك ريماني يدعى المترك المشاركg و  ، (1,1)النمط

ξηφ ⊗+−= I2       ,1)( =ξη  
)()(),(),( YXYXgYXg ηηφφ −= 

),(),( YXgYXd φη =  
0),( =Xd ξη   

 ـ -Lie) لـي  إلى اشتقاق l ، وبـ) سيفيتا -أو صلة ليفي(صلة ريمان   إلى   ∇نرمز ب

(derivation)   وبـ R،S،Q، r    ـ  مؤثر  تنسور ريشي،  ،∇إلى تنسور التقوس المقابل ل
  .ريشي ،والتقوس السلمي على الترتيب

Mنقول عن المنطوي المتري    n 12 حقـل متجهـات     ξإذا كان    تلامسي، _K إنه +
 .glξ=0 أي (Killing) كيلينغ

  : الحقلان التنسوريانيؤدي
 ξξ ),(⋅= Rl   φξlh

2
1

=  

ــياًدوراً ــسية   أساس ــات التلام ــة المنطوي ــي نظري ــاظر  hإن  . ف ــؤثر متن  م
g(hX,Y)=g(X,hY))(،  مع الفياً تخوهو مؤثر متبادل φ 0 نإ أي=+ hh φφ.  

Mيكون المنطوي n 12   .h=0ي إذا وفقط إذا كان تلامس_K منطويا +
RM  علىالمعرفة  Jإذا كانت البنية العقدية تقريبا n   :بالشكل12+×

))(,(),(
dt
dXfX

dt
dfXJ ηξφ −=  

ℓ 
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ويـسمى   ،إنها ناظمية البنية التلامسية   نقول عن   فلة  كامم قابلة لل  ،)دالة حقيقية  fحيث  (
M n 12   .(Sasakian manifold) سازاكيمنطوي  عندئذٍ +

 متري تلامسي ناظمي، ويكون المنطـوي غيـر         ن المنطوي السازاكي هو منطوٍ    إأي  
من السهل أن نلاحـظ أن المنطـوي المتـري          . كي إذا كان لا يحقق شرط الناظمية      سازا

  .h=0 التلامسي ثلاثي البعد يكون منطوي سازاكي إذا وفقط إذا كان 
  : لدينا العلاقات الآتية

0== hoo ηφη  0=== ξξφξ lh   
0=+ hh φφ  hXXX φφξ −−=∇  

hTrnQgTr 22),( −== ξξl    0== TrhTrhφ  
hlh 2φφφξ −−=∇       0=∇ ξξ  

)22(2 hll +=− φφφ       0=∇ φξ  
),,,,(ليكن الآن  gM ηξφ ًثلاثي الأبعاد ،ولتكن      مترياً  منطويا U   المجموعة الجزئيـة
التـي   Mمن المجموعة الجزئية المفتوحة V و ،h≠0  التي يكون عليهاM المفتوحة من
VUعندئـذ تكـون    .Mمن p، وذلك في جوار للنقطة      h=0يكون عليها     مجموعـة   ∪
VUجد لكل نقطة من     يو.Mمفتوحة من    وقاعدة متعامـدة    جوار في هذه المجموعة،    ∪
},,{   :معيرة محلية ξφee  

 ـ  من  Uالتي تنتمي إلـى نضع في النقاط . ومعرفة في هذا الجوار      hالمتجهات الذاتية ل
ehe   :العلاقة λ=  

  . موجبة التي نفترضهالة ملساء لا تنعدم ،داλ :حيث
eeh :عندئذٍ λφφ −=  

ون المنطـوي سـازاكي    وسيكVسيكون على المجال  فإن العملλ=0عندما تكون 
},,{فنأخذ القاعـدة     سالبة   λ، أما إذا كانت     وهي حالة خاصة   ξφee ee حيـث  ′′ φ=′ 
λλيقابل القيمة الذاتية الموجبـة       hمتجه ذاتي لـ     eeeو   ،′=− −==′ 2φφ   يقابـل

λλالسالبة القيمة  =′−.  

Tr ℓ 
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  : محققةالآتية على المنطويات المترية ثلاثية البعد الثلاثالقضايا تكون  عندئذ
  [3]:1-قضية

  : العلاقات الآتيةUنا على المجموعةلدي 
    aee =∇ φξ    ،  eae φξ −=∇  ،   0=∇ ξξ  

 (1,1) ξλρφ )1( ++=∇ eee   ، eee ρφ−=∇   ، ee φλξ )1( +−=∇  

   eee σφφ −=∇ ، ξλσφφ )1( −+=∇ Xee  ، ee )1( −−=∇ λξφ  
  . دالة ملساءa :حيث

])([
2
1 Ae +−= λφ
λ

ρ         ,           ])([
2
1 Be +−= λ
λ

σ  
)()()1(),( aeaeSA φσξλρξ −−−−==  
)()()1(),( aeaeSB +−−−== ρξλσφξ  

   [3]: 2قضية
},,{ريشي بالنسبة إلى القاعدة تعطى مركبات مؤثر  ξφeeبـ :  

   eBAeQ φξλξ ++−= )21(2  

(1,2) eearAQe φλξλλξ )()221
2

( +++−+=  

   eareBeQ φλλλξξφ )221
2

()( −+−++=        
   [3]:-3قضية 

},,{ بالنسبة إلى القاعدة Rإن مركبات تنسور التقوس  ξφeeتعطى بـ :  
        edBeeeR φξφ +=),(   ebeeR φλξξξ )(),( +−=  
         BeeeR +−= ξλξφξ )(),(  eceeR φλξξφξ −= )(),(  
(1,3) AeceeR −= ξφφξ ),(   eABeeeR φξφ +−=),(  
         deAeeeR +−= ξφφ ),(   eBbeeR φξξ −=),(  
         eAeeR φξλξφξ +−= )(),(  

λλ                 :حيث ab 212 −−= , λλ ac 212 +−=   
222

2
−+= λ

rd  , 
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)]()(22221[2 ρφσσρλ eear −−−−−−=  
ekeie                     : أنعلماً jReke jeiR ),(),( −=  

eeeee                     :وحيث φξ ===
321

,,  

  شبه المتناظرة جزئياً المترية التلامسيةمنطويات ريشي -2
  [7][4]:تعريف   2-1
  : العلاقةRا حقق تنسور التقوسإنه شبه متناظر إذ) (M,g ني  ريمانقول عن منطوٍ  

(2,1) ` )],,)().[((),,)().,(( WVURYXLWVURYXR ∧=  

MCL)(حيث ،M المعرفة على X,Y,U,V,W كانت حقول المتجهاتوذلك أياً ∞∈ 
  :و

)),()(,()),(,(),),((
)),()(,(),,)().,((.1

WYXRVURWVYXRURWVUYXRR
WVURYXRWVURYXR
−−−

−=

 
YZXgXZYgZYX ),(),()(.2 −=∧  

)))((,())(,(),)((
)),()((),,)().((.3

WYXVURWVYXURWVUYXR
WVURYXWVURYX

∧−∧−∧−
−∧=∧  

=≠0 عندما ConstL،  فإنMنطو شبه متناظر من النمط الثابت يدعى م.  
  : محققة من أجل حقول متجهية معينة مثل  (2,1)والعلاقة ، مترياً منطوياً Mإذا كان

ξ== UY  
 شبه متنـاظر    أو اختصاراً   من النوع الثاني،    شبه متناظر جزئياً    يدعى منطوياً  Mفإن  

  .جزئياً
 [6]:تعريف 2-2

12),,,( مـسي  متـري تلا  نقول عـن منطـوٍ    gM n ηξφ+  ٍمـن  إنـه منطـو 
),,(_النمط νµκ، إذا وجدت دوال ملساء νµκ  بحيث يحقق تنسور التقوس العلاقـة  ,,
  :الآتية

(2,2) 
))()((

))()(())()((),(
hYXhXY

hYXhXYYXXYYXR
φηφην

ηηµηηκξ
−+

−+−=
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   .M المعرفان علىX,Y كان حقلا المتجهاتأياً
),(فنقول عن المنطوي إنه من النمط  ν=0إذا كان µκ.  

 [6]: بالشكل (2,2)يمكن أن تكتب العلاقة

(2,3) 
))(),((

))(),(())(),((),(
hXYXhYg

hXYYhXgXYYXgYXR
φηξφν

ηξµηξκξ
−+

−+−=
  

 [1]:تعريف 2-3

12),,,(تلامسينقول عن المنطوي المتري ال     gM n ηξφ+ٍريشي شـبه   إنه منطو 
  :متناظر إذا حقق

(2,4)  )],)()[((),)(),(( VUSYXLVUSYXR oo ∧=  

MCL)( ،حيثM  المعرفة علىX,Y,U,V كانت حقول المتجهاتوذلك أياً ∞∈ .  
  : بالشكل إن العلاقة السابقة تكتب أيضاً

(2,5)  
)])(,(),)([

)),((,(),),((
VYXUSVUYXSL

VYXRUSVUYXRS
∧+∧=

+
  

)(من أجل(2,5)  أو  (2,4)وإذا تحققت العلاقة ξ== VY فنقول عـن M  إنـه  3
  . جزئياً شبه متناظر  ريشيمنطوٍ
  :مبرهنة 2-4
Mليكن   Mعندئذ يكون . اً تلامسي  مترياً  منطوياً 3  ريشي شـبه متنـاظر      اً منطوي 3
=≠0 الثابت من النمطجزئياً ConstL،إذا وفقط إذا حقق :  

0)]([ 2)2233
2

)((2 =−++−−+ λξλλ arLbB  

0)]([ 2)2233
2

)((2 =−−+−−+ λξλλ arLcA      

0)()222
2

( =+−++ λξλ LrAB                  
)()( λξBLbA =−  
)()( λξALcB =−  
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  :البرهان
  : نجد (1,2) العلاقاتنااستخدمإذا 

          AeSeQg == ),(),( ξξ  

(2,6) )21(2),(),( λξξξξ −== SQg  

            λλ areeSeQeg 221
2

),(),( ++−==   

            )(),(),( λξφφ == eeSeQeg   

            λλφφφφ areeSeeQg 221
2

),(),( −+−==  

         BeSeQg == ),(),( ξφξφ  
)( محققة (2,5)لنفترض أن العلاقة ξ== VY أي :  

(2,7)  
)])(,(),)([
)),((,(),),((

ξξξξ
ξξξξ

∧+∧
=+

XUSUXSL
XRUSUXRS   

 .X,U، وذلك من أجل بعـض الحـالات الخاصـة لقـيم         (2,7)نستخدم الآن العلاقة    
eUeXنضع ==  لحساب الطرف الأيسر والمقـدار   (2,6)ونستخدم العلاقات  ، ,

  : فنجدالموجود بين قوسين في الطرف الأيمن

)]([ 2)221
2

(2)21(2

),()(),(),(),(
))(,(),()),(,(),),((

λξλλλ

φλξξφξξ
φλξξφξξξξξ

−++−++−−=

−++−
−++−=+

arbBb

eeSeebSeBSbS
ebeeSeBbSeReSeeRS

  

  :هة أخرىمن ج

             
)221

2
()21(2

),(),())(,(),)((

λλλ

ξξξξξξ

ar
eeSSeeSeeS

++−+−−=

+−=∧+∧
  

  : تأخذ الشكل (2,7) فإن العلاقةوعندئذٍ

]2233
2

[)]([ 2)2233
2

(2 λλλξλλ arLarbB ++−=−++−+  

    : صلاحبالإ
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(2,8)  0)]([ 2)2233
2

)((2 =−++−−+ λξλλ arLbB  

eUeXضع الآن ن  φφ == نجـد  ف ،(2,6) العلاقـات  ونـستخدم  ،(2,7) فـي    ,
  :بالطريقة نفسها العلاقة 

(2,9)  0)]([ 2)23 23
2

)((2 =−−+−−+ λξλλ arLcA  

eUeXنضع الآن  φ==   : فنحصل على (2,7) في ,

)()221
2

)(()()21)((2 λξλλλξλξλλξ LarcAB =−+−−+−−  
  :صلاح نحصل على العلاقةبالإ

(2,10)  0)()222
2

( =+−++ λξλ LrAB  

eUeX (2,7)بشكل مماثل إذا وضعنا في العلاقـة       == ,φ ،     فنحـصل علـى 
  . نفسها(2,10) علاقةال

==ξنضع الآن  UeX   : فنحصل على(2,7) في ,
(2,11)   )()( λξBLbA =−  

ξφنضع الآن  == UeX   :على فنحصل (2,7) في ,
(2,12)   )()( λξALcB =−  

},,{لحقول المتجهات من القاعدة المعيرة جميعها هذه الخيارات الممكنة و ξφee.  
ن تتحقـق   فلا بد أ (2,8),(2,9),(2,10),(2,11),(2,12)اتإذا تحققت العلاق  وبالعكس  

},,{جميعها المأخوذة من القاعدة  X,U من أجل قيم  (2,7) ξφee.   
  :من الشكل U ، Xفإذا أخذنا عنصرين كيفيين 

ξφξφ 321,321 bebebUaeaeaX ++=++=  
  : في الطرف الأيسر للمعادلةوعوضنا

0)])(,(),)([
)),((,(),),((

=∧+∧
−+

ξξξξ
ξξξξ

XUSUXSL
XRUSUXRS  
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 ـ  (2,8),(2,9),(2,10),(2,11)(2,12) باستخدام العلاقات    لوجدنا محققة   (2,7) المكافئة ل
  :أن

0])]([ 2)2233
2

)((2[ 11 =−++−−+ baarLbB λξλλ  

0])]([ 2)2233
2

)((2[ 22 =−−+−−+ baarLcA λξλλ  

0))](()222
2

([ 1221 =++−++ babaLrAB λξλ  

0)]()([2 31 =−− baBLbA λξ  
0)]()([2 32 =−− baALcB λξ  

  .وبذا يتم برهان العكس .  محققة (2,7)مما يعني أن العلاقة 
  :مبرهنة 2-5
Mليكن   ),,(_ من النمطتلامسياً  مترياً منطويا3ً νµκ، لنفتـرض أن  وM هـو  3
 لا  عندئـذٍ  غير سازاكي،  ،L≠0 الثابت  من النمط  ريشي شبه متناظر جزئياً     منطوٍ أيضاً

  :ت المعادلاوتتحقق ،ν=0بد أن يكون 
0)]()][([ =+−+−+ λµκλµκ Ld  
0)]()][([ =+−+++ λµκλµκ Ld  

     0])[( =−+ LA λµκ  

     0])[( =++− LB λµκ  
  :البرهان 

  :ما يأتي  (2,3),(2,2)نجد بداية بالاستناد إلى العلاقتين  
 λνξφξ =eeR ),(   eeeR λνφλµκξξ −+−= )(),(   
 ξλµκφφξ )(),( −=eeR  eeeR φλµκλνξφξ )(),( +−+−=  
(2,13) ξλµκξ )(),( +=eeR   0),( =ξφeeR  
          λνξφξ =eeR ),(   
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  :نجد أنومنه 
             BeQg −=),( ξφ  
                ])[(),( deeQg ++−−= λµκφφ   
(2,14)    AeSQeg −== ),(),( ξξ   
            deeSeQeg ++== )(),(),( λµκ  

           κξξ 2),( =Qg  
           λνφφ == ),(),( eeSeQeg  

  . محققة(2,7)ترض أن العلاقة لنف
eUeXنضع ==  لإيجـاد الطـرف الأيـسر       (2,14) ونستخدم العلاقات    ،,

  :(2,7)والمقدار الموجود داخل قوسين في الطرف الأيمن من 

νλλµκλµκ

λµκκξξξξ
22]))[((

)(2)),(,(),),((

+++++

++−=+

d

eReSeeRS
  

  :هة أخرىجمن 
deeSeeS +++−=∧+∧ )(2))(,(),)(( λµκκξξξξ  

   : نجدصلاحبالإ
(2,15)  νλλµκλµκ 22)]()][([ =+−+−+ Ld   

eUeXنضع الآن  φφ ==  نجـد  (2,14) وباسـتخدام العلاقـات   ،(2,7) فـي  ,
  :بالطريقة نفسها العلاقة

])(2[

22]))[(()(2
dL

d
++−+−

=+++−+−++−
λµκκ

νλλµκλµκλµκκ  

  :صلاح نجد المعادلةبالإ
(2,16) νλλµκλµκ 22)]()][([ −=+−+++ Ld  

eUeXنضع  φ==   : فنحصل على المعادلة،(2,7)في ,
(2,17)    0)( =− λνLd  
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eUeXفي حالة  == ,φنحصل على المعادلة :  
(2,18)                              0)( =+ λνLd  

 :(2,18),(2,17)لندرس الجملة 

 ν ومن ثم ونظراً لأن  .ν≠0حيث يتحقق عندها أن  Pلنفترض الآن أنه توجد نقطة      
  .ν≠0 حيث P  للنقطةU  فإنه يوجد جوار مفتوحاء مستمرة ملسة عدديدالة

  : الآتيةUمن   المجموعات الجزئية المفتوحةأخذ الآنلن
{ }0,0:1 ≠+=−∈= LdLdUPV  
{ }0,0:2 ≠−=+∈= LdLdUPV  
{ }0,0:3 ≠+≠−∈= LdLdUPV  
{ }0,0:4 =+=−∈= LdLdUPV  

  :V1في لدينا 
    .φ=1V  ومن ثم،ν=0لا بد أن يكون  ه أن (2,18),(2,17)من العلاقتين نجد 
  :V2فيلدينا 
    .φ=2V  ومن ثم،ν=0أنه لا بد أن يكون   (2,18),(2,17)من العلاقتين نجد 
   :V3فيلدينا 
 ولأن المنطوي غير سـازاكي لا بـد أن يكـون     (2,18),(2,17) من العلاقتين نجد 

0=ν،ومن ثم  φ=V3.  
  : V4فيلدينا 

 وهـذا  ،L=0 ومن ثم  ، d=0 أن بجمع العلاقتين ينتج.      d-L=0  ,d+L=0نجد
  .φ=V4  ومن ثميناقض الفرض،

  .على المنطوي ν=0ومنه لابد أن يكون 
==ξنضع الآن  UeX   :، فنحصل على المعادلة(2,7)في ,

(2,19)   0])[( =−=−+ λνλµκ BLA  
ξφونضع   == UeX   :على المعادلة، فنحصل (2,7)في ,
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(2,20)   0])[( ==++− λνλµκ ALB  
  .يتم المطلوبوبهذا 

  :نتيجة 2-6
Mليكن   ),,(من النمط اًتلامسي_  K مترياً منطويا3ً νµκ ولنفترض أن ،M هـو  3
Mن  يكون  لا بد أ   ، عندئذٍ  ريشي شبه متناظر جزئياً     منطوٍ أيضاً  الثابـت   الـنمط مـن   3

)0( ≠= ConstL ، أضف إلى ذلك:  
1,0,1 ==== LBAκ  
في الحقيقة لدينا العلاقة الآتية محققة على المنطويات المترية التلامسية ثلاثية البعـد               

eABeeeR φξφ M ولما كان المنطوي     ،) (1,3) إحدى علاقات   ( ),(=−+  مـن   3
),,(النمط   νµκ   0فإن),( =ξφeeR ) ينتج من العلاقتـين     ) . (2,11) إحدى علاقات

==0 :السابقتين أن BA  
  :الشكل  تأخذ (2,14)تلامسي فإن العلاقات _K المنطوي ونظراً لأن

            0),( =−= BeQg ξφ  
               deeQg −= κφφ ),(   
(2,21)    0),(),( =−== AeSQeg ξξ   
            deeSeQeg +== κ),(),(  

            22),( == κξξQg  
             0),(),( === λνφφ eeSeQeg  

   .κ=1   نجد أن ومن ثم
eUeXنضع  ==   :نجد العلاقةف (2,21)م العلاقات نستخد، و(2,7) في ,

(2,22)      0)1)(1( =−− Ld  
eUeXنضع  φφ ==   :، فنحصل على المعادلة(2,7)في ,

(2,23)      0)1)(1( =−+ Ld  
   .L=1ن أنجد العلاقتين السابقتين من 
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