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  استخدام العناصر المميزة في إنشاء خوارزمية لاختبار
  جبور لي البسيطة

  إيلي قدسيو ريتا سعيد 
   سورية– جامعة دمشق - كلية العلوم -قسم الرياضيات 

  
 06/01/2008تاريـخ الإيداع 
  22/09/2008 قبل للنشـر في

  الملخص
جبر لي إن gشعاعي حقـل على ( هو فضاء  F (    بتركيـب ثنـائي الخطيـة يحقـق  [ , ] مـزود 
]الخاصة , ] 0x x جبر كارتـان إذا كـان       g من B  الجبر الجزئي  يسمى. متطابقة جاكوبي فضلاً عن    =
  .Bإلى فضاءات وزنيتحلل  gبسيط  جبر لي نصف الأنويبرهن ،  لمناظمهياً القوى ومساومعدوم

 البعـد  منتهـي  g في جبر لي نصف البسيط 0hنقدم في هذه الورقة العلمية مفهوم العنصر المميز        
 مطـابق   B تحليل جبر لي نصف البسيط  إلـى فـضاءات وزن             أنونبين  ، )عدوم مميزه م  Fعلى حقل (

 إلى الفضاءات الذاتية للمؤثر      gلتحليل  
0had             مما يسمح لنا بإنشاء خوارزميـة لاختبـار جبـور لـي 

  .البسيطة
سيطة على حقل عـددي عـن طريـق        ة السابقة لاختبار جبور لي الخطية الب      قمنا ببرمجة الخوارزمي  

Mathematica برنامج  البـسيط الخوارزمية علـى جبـر لـي الخطـي نـصف      حيث تم تنفيذ هذه 5.0
(3, )SL   . لإثبات أنَّه بسيط 

  
امل العنصر الـش  ، تانجبر كار ، مناظم، جبر لي البسيط  ، جبر لي  :الكلمات المفتاحية 

    .نصف البسيط جبر لي  المميز في العنصر، في جبر لي
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ABSTRACT  
A Lie algebra g  over a field F is a vector space together with a bilinear  

map [ , ]  satisfying [ , ] 0x x =  in addition to Jacobi identity . A Lie subalgebra 
B  of a Lie algebra g  is said to be a Cartan subalgebra if it is a nilpotent and 
equals its normalizer, and it is proved that semi simple Lie algebra g 
decomposes into  weight spaces for B.   

          In this scientific paper we present  the conception of distinguished 
element 0h in finite dimensional semi simple Lie algebra over a field F has 
characteristic 0 and we will prove  that the previous decomposition g  into 
weight spaces for B is the same to decomposition g as a direct sum of 

0had eigen 
spaces. This leads us to construct  algorithm to test simple Lie algebras. 

 We programmed the previous algorithm to test simple linear Lie algebras 
over a numeral field by Mathematica 5.0  program where applied this algorithm 
on semi simple linear Lie algebra (3, )SL   to prove that it is simple. 

 
Key words: Lie algebra, Simple Lie algebra, Normalizer, Cartan 

subalgebra, Generic element in Lie algebra, 
Distinguished element in semi simple Lie algebra . 
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   جبور كارتان- ليروجب -1
  )Lie algebras(  جبور لي -1-1

 جبر ليإن  gهو فضاء حقلعلى (  شعاعيF(تركيب ثنائي الخطية ب مزود:  
[ , ] : ; ( , ) [ , ]g g g x y x y× → a  

  : الآتيةيحقق الخواص  و لي قوسيسمى

  
1)  [λx y,z] λ[x,z] [y,z] ; ,
2)  [x,x] 0
3) [x,[y,z]] [y,[z,x]] [z,[x,y]] 0 ; x,y,z g

µ µ λ µ+ = + ∀ ∈
=

+ + = ∀ ∈

F
      

   .عرف العلاقة الأخيرة بمتطابقة جاكوبيوتُ
  منتهية البعد وجميع جبور لي الواردة في سياق هذا البحث    إنفـة علـى حقـل   معرF 

  .مميزه صفر
] تبادليـــاً إذا حقـــقg يـــسمى , ] {0}=g g  . كمـــا يكـــون التطبيـــق

: g g ( g )xad x→ )شكل  المعرف بال∋ ) [ , ]xad y x y=مؤثراً خطياً على  g .  
]كانإذا  g من اً لي جزئي جبرg  من L الفضاء الشعاعي  الجزئييسمى , ]L L L⊆ 

,g] إذا كان اًمثالي يسمىو ]L L⊆.   
ي  كل مثالي في جبر لينتج من التعريف أنg  مناً جزئياًجبريكون g .  

                 )2005 ،قدسي( :ساسيةأتعاريف 
  .F حقل جبر لي على gليكن 

g بحيث يكـون     m صحيح موجب   عدد  القوى إذا وجد   معدوم g يسمى )1 {0}mC =، 
1:  إن حيث 1g [g,g] , g [g, g] ( 2)r rC C C r−= = ≥ 

gبحيـث يكـون      m صحيح موجب  قابلاً للحل  إذا وجد عدد        g يسمى ) 2 {0}mD = 
0: حيث 1 1g g , g [ g , g] ( 1)r r rD D D D r− −= = ≥  

  بحيـث  mإذا وجد عـدد صـحيح موجـب     قابلاً للحلg في جبر ليI  المثالييسمىو
mD{0}يكون I =. 

  . g{0},مغايرة لـ ات بسيطاً إذا كان غير تبادلي ولا يحوي مثاليg  جبر لييسمى )3

→  
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 ـ  مغاير  للحل يملك أي مثالي قابل    كان لا  نصف بسيط إذا     g  جبر لي  يسمى )4  .{0} لـ
من الضروري   جبر لي بسيط يكون نصف بسيط ولكن ليس           كل أن  ينتج من التعريف    
 . صحيحاً أن يكون العكس 

) تشكل )5 )nM F مجموعة المصفوفات المربعـة من المرتبـة nعناصرها من   والتي
بالنسبة لعملية جمع المصفوفات والمضاعف الـسلمي    Fفضاء شعاعياً على F الحقل

     :الآتيالفضاء بالتركيب لمصفوفة فإذا زودنا هذا 

1 2 1 2 2 1

[ , ] : ( ) ( ) ( )
[ , ]

n n nM M M
M M M M M M

× →

= ⋅ − ⋅

F F F  

)يسمى ،نحصل على جبر لي  )nM Fجبر لي الخطي .  
  (Eradman and Wildon , 2006)  1مبرهنة 

 g فـي  Jيوجد مثـالي    نصف البسيط عندئذٍ   g مثالياً غير صفري في جبر لي        Iليكن  
gبحيث I J=   .  نصف بسيط  جبر ليIيكون ، زد على ذلك . ⊕
  (Cartan Subalgebras)  كارتانجبور  -1-2

 ياً القوى ومـساو   معدوم جبر كارتان إذا كان      g  من جبر لي   Bالجزئيلي  جبر   يسمى
(B): حيث N(B)لمناظمه { g ; (B) B}xN x ad= ∈ ⊆.  
 جبر لي مناظم إنB من جبر لي g جزئي من لي جبروسعهو أ g يحوي Bكمثالي . 

Humphrey ,1972)(  برهنويكل جبر لي يحوي جبر كارتان أن.) Wan,1972(   
  )Humphreys,1972(  2 مبرهنة

 جميع جبور كارتان الجزئية من إنg يزومورفيزمية فيما بينهاإ تكون .  
  )Wan,1972(  3 مبرهنة
1ليكن 2g ,g   لي جزئيين من جبر لي    جبري g  1 بحيـث 2g g g= 1ولـيكن  .⊕ 2B ,B 

1 من ين كارتان جزئي  يرجب 2g ,g  1 يكون  عندئذٍ على الترتيب 2B=B B⊕    جبر كارتـان 
  .g  مناًجزئي
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 Cartan decomposition of semi)  تحليل كارتان لجبر لي نصف البـسيط  -1-3
simple Lie algebra)  

  مـن اًجبر كارتان جزئي B  وليكن.F البعد على حقل يمنته نصف بسيط  جبر لي gليكن
g.   ىالدالة الخطية   تُسم: H Fα 0x إذا وجد عنصر  gفي   B لـ   اًوزن →  g  فـي ≠

)بحيث ) ( ) ( B)had x h x hα= ∀  ـفيα  فضاء الوزن الموافق لــ       أما ، ∋ رف ع
ــشكل g :بالـ { g ; ( ) ( ) ( B)}hy ad y h y hα α= ∈ = ∀ ــرهن   ∋   :أنويبـ

)Carter, 2005(  ،)Wan,1972(   
1( B وزن لـ 0 وبالتالي تبادلي Bفي  g  ، 0زد على ذلكg B= . 

2( g B ( g )α

α∈Φ
= ⊕  يـسمى و  المتمايزة وغير الصفرية   B مجموعة أوزان    Φحيث ⊕

B,g]ويكون . "gتحليل كارتان لـ" التحليل هذا ] gα α=وذلك مهما تكن α ∈Φ. 

0مهما يكن العنصر     )3 Bh≠ {0} إن ف ∋ { ( ) ; }hα α ∈ΦU     تـشكل مجموعـة 
 ـ    λوذلك لأننا لو فرضنا     ، hadالقيم الذاتية لـ     had ، 0 قيمة ذاتية  لـ gy≠ ∈ 

Byإما  : نا نكون أمام حالتين     إنَّالشعاع الذاتي المقابل لها ف     0λ وبالتـالي  ∋   أو   =
iαتوجد  ∈Φ بحيث igy α∈ ومنه ( )i hλ α=.  

4( gα        فضاءات جزئية أحادية البعد فـي g   أي عـدد أوزان     إن B     المتمـايزة مـساو 
  .      dim g - dim Bلـ

5( المؤثر  إنhad قطور وذلك مهما يكن Bh ∈ .  

  )1998  ،وآخرونأبو حمدة (  4ة مبرهن
 الـشرط   إن   ف F البعد على حقل     ي منته V  مؤثراً خطياً على فضاء شعاعي     fإذا كان   

  .الذاتية f مجموعاً مباشراً لفضاءات V  قطوراً هو أن يكون f اللازم الكافي كي يكون
 ـ Bو F  جبر لي نصف بسيط على حقل     gإذا كان     نتيجة  g  مـن اًجبر كارتان جزئي

 ـتح ي عندئذٍ ) القطـور   إلـى الفـضاءات الذاتيـة للمـؤثر    gل  ل B)had h   بالـشكل ∋
g g

had
λ

λ∈∆
=    . hadللمؤثر المتمايزة  مجموعة القيم الذاتية ∆ حيث ⊕
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    )1998  ،أبو حمدة و آخرون( 5 مبرهنة
 وكانـت   F البعد على حقل     ي منته Vخطياً قطوراًً على فضاء شعاعي     مؤثراً   f إذا كان 

1,...., rλ λ مؤثر القيم الذاتية المختلفة للجميع  f فيF ، حدوديتـه الأصـغرية هـي   فإن :
1( ) ( ).....( )rp x x xλ λ= − − .   

  العناصر المميزة في جبر لي نصف البسيط -2
 (Generic element of Lie algebra)لـي  العنـصر الـشامل فـي جبـر      -2-1

(Tauvel and Rupert , 2005)  

0وليكن   ،Fجبر لي على حقل      g ليكن gx≠  عدد القـيم الذاتيـة      xnأننفرض  ل ∋
 ـ ) ينتج من كون     عندئذٍ. xadالصفرية ل ) 0xad x =  قيمة ذاتية صفرية لـ  0أنxad 

1xn ومن ثم ≥  .  
}minبفرض ; }xk n x g= 00عنصر   ال يسمى،  ∋ x≠   من جبر لي  g  ًعنصرا 

 ـ     إذا كان  gفي  شاملاً  عدد القيم الذاتية الصفرية ل
0xad وياً لـ   مساk.   رمز لمجموعةوي

    .geng بـ g في جبر ليلشاملةالعناصر ا

  (Tauvel and Rupert , 2005)  6 مبرهنة

  الكافي كي يكون الجبر الجزئي    الشرط اللازم   إنB     من جبر ليg    هـو   جبر كارتـان
0∋وجود  genx g  بحيث

x0

0
adB= g.  

المقابـل لجبـر   العنـصر الـشامل   " في المبرهنة الـسابقة    0xالعنصر الشامل  يسمى
0أنمن الواضح   ، "Bكارتان Bx  المقابل  0x لشاملسنضع الآن شرطاً على العنصر ا      ∋

 إلـى   gتحليـل   بحيـث يتطـابق      gجبر لي نصف البسيط       الجزئي من  Bلجبر كارتان 
الفضاءات الذاتية لـ 

0xad مع تحليل كارتان لـ g.   
  العنصر المميز في جبر لي نصف البسيط -2-2

 ـBوليكن  ، F البعد على حقل     يمنته جبر لي نصف بسيط      gليكن    اً جبر كارتان جزئي
  .g من
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عـدد   إذا كـان     g في  مميز عنصره  نَّإ Bابل لـ   المق 0hشاملالعنصر  ال نقول عن    
ـلالقيم الذاتية المتمايزة    

0had    مساوياً لـdimg dim B 1− بتعريف مكافئ إذا كان    ، +
 لـذاتية المتمايزة والمغايرة للصفرعدد القيم ال

0had مساوياً لـ dimg dim B−.   

  0h خواص العنصر المميز -2-3

  : عندئذgٍ  عنصراً مميزاً فيg،0h جبر كارتان في جبر لي نصف البسيط Bليكن 
}0عناصر  مجموعة ال تشكل   )1 ( ) ; }hα α ∈Φ  متمايزة المغايرة للصفر وال   القيم الذاتية

من خواص تحليل كارتان لجبر لي نـصف   )4(، )3(خاصتين للوفقاً  وذلك    مثنى مثنى
 .البسيط 

يكون ) 6(للمبرهنة  وفقاً   )2
0

0dim B dimg
had=  المـؤثر   مـصفوفة     تـصبح  ومن ثم

 القطورالخطي
0had:  

0
1 0

0

0

0
( )

( )

0

0
h

N

ad
h

h

α

α

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

O

O

 

dimgحيث   dim BN =  لـ  ياًالأصفار في القطر الرئيسي مساو     عددكما يكون   ، −
dim B.    

 ـ     g  يتطابق مع تحليل   gإن  تحليل كارتان لـ       )3 بالنسبة للفضاءات الذاتيـة لـ
0had. 

إن
0

0B g
had= 6(مبرهنة وذلك وفقاً لل(.      

)0وفقاً لتعريف الوزن تكون     ، B لـ   اً وزن iαليكن   )i i hλ α=      قيمة ذاتية لــ 
0had 

iλ{0}\حيث  ∈  ينتج مباشرة أن  عندئذٍ . ∆
0

g gi i

had
α λ⊆ .  
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 إذا كان،من جهة أخرى  
0

g i

hadx λ∈0 حيثx  عندئذٍ≠
0
( )h iad x xλ=  ـ   مومـن ثَ

0 0( ) ( ) ( )h iI ad x h xα= .     وبما أنBx jαه توجد    فإنَّ ∌ ∈ Φ بحيث g jx α∈ 
)مثَومن   ) ( ) ( B)h jad x h x hα= ∀  خاص  وبشكل ∋

0 0( ) ( ) ( )h jII ad x h xα= 
)بمقارنة   )I و ( )II      ووفقاً لمفهوم العنصر المميـز يتـضح أن i jα α=   ومـن ثَـم 

g ix α∈ ،  ًإذا
0

g gi i

had
λ α⊆ وبذلك ينتج أن 

0
g gi i

had
α λ=.  

1 تكون  )4 0 2 0 0( ) ( ( ))( ( ))........( ( ))Np x x x h x h x hα α α= − −  الحدوديـة   −
 القطورالأصغرية للمؤثر   

0had   من الدرجة وهي dimg dim B 1− وذلك وفقـاً    +
  .)5( للمبرهنة

  في جبر كارتانجود العنصر المميز مناقشة و  -2-4
  :الآتيةقبل التطرق لمسألة وجود العناصر المميزة نذكر بالمبرهنة 

  )Schwartz-Zippel 7)  Schwartz,1980 مبرهنة
]1لتكن   ,....., ]mf x x∈ F   0من الدرجة   غير صفرية    حدوديةk  F على الحقل    ≤

,.....,1 و،  F مجموعة جزئية منتهية منWو mr r ًمنعناصر مختارة عشوائيا W ٍعندئذ 
)1 كون أن ياحتمال ,....., ) 0mf r r    أصغر أو يساوي =

k
W

)1  إن أي    ( ,...., ) 0)m
kP f r r
W

 
= ≤  

 
.  

. g جبر كارتان جزئي من      F ،B البعد على حقل     يجبر لي نصف بسيط منته     g ليكن
}1كنولي ,.... }mh h ًلـ   أساسا B ،1{ ,..., }Nα αΦ  غير الصفرية   B مجموعة أوزان    =

dimgحيث   dim BN = عـرف مجموعـة    لن،  للوزن الـصفري   0αولنرمز بـ   ، −
  :الحدوديات

( )1
1

1 1
0

( ,....., ) ( ) 0 ,

( ,....., ) ( ,....., )

m

ij m i j k k
k

m ij m
i j N

q x x h x i j N

f x x q x x

α α
=

≤ < ≤

= − ≤ ≤

=

∑

∏
  

]1 تكونعندئذٍ ,....., ]mf x x∈ F حدودية من الدرجة ( 1)
2

N N +.   



 2008 ـ الثانيـ العدد ) 24(مجلة جامعة دمشق للعلوم الأساسية ـ المجلد 

 
  
75

,......,1ولنختر منها العناصر  ، F مجموعة جزئية منتهية من      Wلتكن   mγ γ   بطريقـة 
ــشوائية ــاً ع ــذ ووفق ــةل عندئ ــال    Schwartz-Zippel مبرهن ــدينا احتم ــون ل يك

1( ,....., ) 0mf γ γ ) أصغر أو يساوي   = 1)
2

N N
W

+   الشرط اللازم والكـافي كـي      إن

يكون
1

m

i i
i

h hγ
=

= )1 أن يكون     عنصراً مميزاً هو   ∑ ,....., ) 0mf γ γ نا لو فرضـنا    نَّلأ ≠

0وجد  لالعكس   ,i j N≤ )بحيث   ≥ ) ( )i jh hα α=       وهذا يناقض مفهـوم العنـصر 
,.....,1 إذا كانت    ومن ثم  .مميزال mγ γ   ًمـن مجموعـة جزئيـة     عناصر مختارة عشوائيا

 احتمال أن يكون     ن فإ Fمنتهية من   
1

m

i i
i

h hγ
=

=  عنـصراً مميـزاً هـو أكبـر مـن           ∑

( 1)1
2

N N
W

+
  :يأتيو بذلك نستنتج ما   −

dimg)إذا كان    dimB)(dimg dimB 1)
2

W − − +
 احتمال وجود العناصر    إن  ف ≤

1,....., mγ γ   في W  جعل التي ت
1

m

i i
i

hγ
=

، فرعنصراً مميزاً هو احتمال أكبر من الـص        ∑

 ختيـار العناصـر    تـتم عمليـة ا     إذا أردنـا أن      . نضمن وجود العنصر المميـز     ومن ثَم

1,....., mγ γ التي تجعل
1

m

i i
i

hγ
=

ه يتوجب علينا   إنَّف،  عنصراً مميزاً بخطوتين على الأكثر     ∑

1جعل الاحتمال أكبر أو يساوي 
2

  :أن يكون وهذا يتطلب 

(dimg dim B)(dim g dim B 1)W ≥ − − +.  
  :تيةالآ المبرهنة الآننقدم 

  :8مبرهنة 
ولـيكن  ، F علـى حقـل   g من جبر لي نصف البـسيط        اً جبر كارتان جزئي   Bليكن  

g B ( g )i

i

α

α ∈Φ
= ⊕ gإذا كان . g تحليل كارتان لـ ⊕ I J= ن فيه مثاليي I, J   حيث⊕

gإما :  عندئذٍ i Jα g أو ⊇ i Iα iα وذلك من أجل كل ⊇ ∈Φ.  
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  :البرهان
1ليكن  2B , B جبري كارتان جزئيين من I, Jوليكن ،  على الترتيبiα ∈Φ  عندئـذ 

1يوجد عنصر    2B Bh ∈ U   بحيث (g ) 0i
had α  وفقـاً    لأنَّه في خلاف ذلك ينـتج       ، ≠

ــرهن 1أن  3و 2 تينللمبـ 2B = B B⊕ ــون B,g] ويكـ ] {0}iα ــم = ــن ثـ  ومـ
g (B) Bi Nα ⊆  أو  1Bإن هذا العنصر إما أن يكون موجوداً فـي          .  وهذا مرفوض  =

1Bhلنفرض أن2B ، في  h  عندئذ ∋ I∈ ومن ثم ( ) (g )i
hi ad Iα ⊆.  

gليكن  ، أخرىمن جهة    ix α∈ ٍعندئذ  ( ) ( )h iad x h xα=،       وينـتج مـن كـون
(g ) {0}i

had α ≠أن   ( ) 0i hα   : من ثمو ≠
1 1( ) ( ) (g )
( ) ( )

i
h h h

i i

x ad x ad x ad
h h

α

α α
= = ∈  

)إنأي  ) g (g )i i
hii adα α⊆   

)من   )i و( )ii    نجد أن g i Iα 2Bhبأسلوب مماثل نثبت أنَّه إذا كان        . ⊇  إن ف ∋
g i Jα ⊆ .   

   خوارزمية اختبار جبور لي البسيطة-3
والتي تعد خلاصة لما ورد من أفكـار   لاختبار جبور لي البسيطة     نقدم الآن خوارزمية    

  :نظرية في هذا البحث
   الخوارزمية-3-1

}1 وأساسه  Fنصف البسيط على حقل g جبر ليبعد   n :المدخلات ,...., }nY Y .  
m  جبر كارتانبعدB  جزئي منال g 1 وأساسه{ ,...., }mY Y.      

  .      هأساسبدلالة   g جبر ليالدالة التي تمكننا من كتابة عناصر 
  . ليقوس

  . بسيطاً أم لاg تحديد فيما إذا كان جبر لي :المخرجات
  :الخطوات

ــة  )1 ــذ عين ــل  W نأخ ــن الحق ــرها F  م ــدد عناص ــساوي   ع ــر أو ي  أكب
( )( 1)n m n m− − +.  
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 نوجد المصفوفات )2
1
,.....,

mY Yad ad 

1:  عنصراً من العينة السابقة بطريقة عشوائية مثلm نختار  )3 2, ,..., mγ γ γ . 

 حيث hadنوجد مصفوفة  )4
1

m

i i
i

h Yγ
=

= ∑.  

  . hadدرجة الحدودية الأصغرية لـ  dنوجد )5

1dإذا كانت  )6 n m= −   :يأتي نتبع ما +

نحلـــل الحدوديـــة الأصـــغرية إلـــى عواملهـــا غيـــر الخذولـــة  - أ 
1 2( )( )......( )dx x xλ λ λ− − 1حيــث − 2{ , ......, }dλ λ λ القــيم مجموعــة

  .had المختلفة لـ الذاتية

)نرمز   -ب  ) ( )j jp x x λ= }حيث  ، − ; 1 1}j j dλ ≤ ≤ وعة القـيم   م مج −
 .الذاتية المتمايزة والمغايرة للصفر

1من أجل  -ج  1j d≤ ≤ −: 

  ( )i  ب الفضاءاتنحس :( )g { g ; ( ) 0}j
j hx P ad xα = ∈ =    

  ( )ii   نحسب أساس المثاليjI المولد بـ g jα.  

gjIإذا كان    -د  ,....,1,2 مهما يكن    = 1j d=                                                    .     بـسيطاً  g  عندئـذ يكـون    −
  ليس بسيطاً g وإلا

  .ةلخطوة الثالث إلى اعودن     وإلا
,3)تطبيق خوارزمية الاختبار على جبر لي نصف البسيط  -3-2 )SL  :  
 ـ  السابقةالخوارزميةرمج الآن  نب ددي  لاختبار جبور لي الخطية البسيطة على حقـل ع

Mathematica عن طريق برنامج حيث نقوم بتنفيذ الخطوات مباشرة مـن أجـل    5.0
(3, )SL ن أشهر أنواع جبور لـي      عد م ذي ي  نصف البسيطة وال    الخطية  أحد جبور لي    

  .الكلاسيكية
,3)يتكون )SL والتـي عناصـرها    3رتبةمجموعة المصفوفات المربعة من الم    من    

  :كونه يملك الأساس 8 من البعدهو و(Varadarajan ,1984) أعداد حقيقية وأثرها صفر

R)

R)

R)
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1 2 3 4

5 6 7 8

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 , 0 1 0 , 0 0 0 , 0 0 0 ,
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 , 0 0 1 , 0 0 0 , 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

Y Y Y Y

Y Y Y Y

       
       = − = = =       
       −       
       
       = = = =       
       
       

1يشكل 2B { , }Y Y=3) جبر كارتان جزئي من, )SL  .   
  :برمجة الخوارزمية

  مدخلاتال
mبعد جبر كارتان B:   

[1] :In =  Print["Enter dimention of Cartan subalgebra m=  "];  
Enter dimention of Cartan subalgebra m=  

[2] :In =  m = 2;  
B أساس جبر كارتان:  

[3] :In =
≤ i

 Print["Enter base of Cartan subalgebra B="];
             For[i = 1, i  m, Print[(HoldForm[Y]) , "="]; i++];

  

1

2

Enter base of Cartan subalgebra B=
Y =
Y =

  

[4] :In
   
   =    
   
   

1 2

1 0 0 0 0 0
 B={ Y = 0 -1 0 ,Y = 0 1 0 }

0 0 0 0 0 -1
  

nبعد جبر لي :  
[5] :In =  Print["Enter dimention of Lie algebra n=  "];  

Enter dimention of Lie algebra n=  
[6] :In =  n = 8;  

gأساس جبر لي :   
[7] :In =

≤ i

 Print["Enter base of Lie algebra g ="];
             For[i = 1, i  n, Print[(HoldForm[Y]) , "="]; i++];

  

Enter base of Lie algebra g =  
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1

2

3

4

Y =
Y =
Y =
Y =

  

5

6

7

8

Y =
Y =
Y =
Y =

  

[8] :In
       
       =        
       
       
     
     
     
     
     

1 2 3 4

5 6 7 8

1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
 g ={ Y = 0 -1 0 ,Y = 0 1 0 ,Y = 0 0 0 ,Y = 0 0 0 ,

0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
             Y = 1 0 0 ,Y = 0 0 1 ,Y = 0 0 0 ,Y = 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

 
 
 
 
 

}

  

_Recog[Mالدالة         :بدلالة أساسه  g  ا من كتابة عناصر جبر لي التي تمكنن[
[9] :In =  Print["Enter function which recognize an element of Lie algebra

                            Recog[M_ ] = "];
  

"Enter function which recognize an element of  Lie algebra Recog[M_] =  
[10] :In =

∗

1 2

3 4

5 6 7

8 i i

 Recog[M_ ]:=Module [{},λ =-M[[1,1]] ;λ =-M[[3,3]] ;
                                         λ =M[[1,2]] ; λ =M[[1,3]] ;

λ =M[[2,1]] ; λ =M[[2,3]] ;λ =M[[3,1]] ;
λ =M[[3,2]] ;Sum[λ (HoldForm[y]) ,{ i ,n }]

]

  

_c[X قوس لي ,Y_ ]:  
[11] :In =  Print["Enter Lie bracket c[X_ ,Y_ ] = "];  

Enter Lie bracket c[X_ ,Y_ ] =   
[12] :In = ⋅ ⋅ c[X_ ,Y_ ]:=X Y-Y X  

  ة الأولىالخطو
   .42 عدد عناصرها يساوي ،R   من الحقلWعينةاختيار  
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[13] :In =  W=Table [ i ,{ i ,(n-m)(n-m+1) }]  
[13] {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,

                23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,42}
Out =  

   ةالخطوة الثاني
  :جبر لي وفق قوس لي الممثلة لنواتج تركيب عناصر أساسمصفوفة ال إيجاد

[14] :In = i j Matrix=Table [Recog [ c[ Y ,Y  ] ],{ i ,n },{ j,n }] // MatrixForm  

3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8

3 3 1 4 8

4 4 6 1 2 3

5 5 1 6 7

6 6 4 5 2

7 7 8 1 2 5

8 8 3 7 2

[14]//  
0 0 2Y Y -2Y -Y -Y Y
0 0 -Y Y Y 2Y -Y -2Y

-2Y Y 0 0 Y Y -Y 0
-Y -Y 0 0 -Y 0 Y +Y Y

 
2Y -Y -Y Y 0 0 0 -Y
Y -2Y -Y 0 0 0 Y Y
Y Y Y -Y -Y 0 -Y 0 0
-Y 2Y 0 -Y Y -Y 0 0

Out MatrixForm =

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

القطريتين المصفوفتين   إيجاد
1Yad، 

2Yad الأمثـال  هي   ينهما الرئيسي يعناصر قطر  حيث
   :على الترتيبالسابقة مصفوفة الالأول والثاني من السطرين  عناصرالعددية ل

[15] :In = ≤

→
i ( HoldForm[Y] )

j

 For[ i=1, i  m , 
                     Print[ad , "= ",

                      Normal[SparseArray[{{j_ , j_ }: coefficient[Matrix[[1]],Y ]

                                       [[i
= →

iY

j

]][[j]] },{n,n}]]// MatrixForm];
                      ad Normal[SparseArray[{{ j_ , j_ }: coefficient[M atrix

                                       [[1]],Y ][[i]][[j]],{n,n}]];i++]

  

1Y

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

ad
0 0 0 0 2 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1

 
 
 
 
 
 =  −
 

− 
 −  
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2Y

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

ad
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 2

 
 
 
 −
 
 =  
 
 
 −  − 

  

  :الخطوة الثالثة
  : ة عشوائية  بطريقWمن 1γ،2γ عددين اختيار

[16] :In =  random =Table[Random[Integer ,{ W[[1]],W[[(n-m)(n-m+1)]] }] ,{m} ]

[16] {6,12}Out =  
[17] :In γ

γ
= ≤ i

i

 For[ i = 1, i  m, Print[(HoldForm[ ]) , "= ", random[[i]] ];
                  = random[[i]]; i++]

  

1

2

                γ =6
                γ =12

     

    :لرابعةالخطوة ا
1 حيث hadمصفوفة الد إيجا 1 2 2h Y Yγ γ= +:  

[18] :In
γ

=
≤

i

h

h h i Y h h

ad  = 0;
              For[i = 1, i  m, i++, ad  = ad  +  ad ];Print["ad =", ad  

                        // MatrixForm]

  

  

h

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 18 0 0 0 0

ad
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 18 0 0
0 0 0 0 0 0 -18 0
0 0 0 0 0 0 0 -18

 
 
 
 
 
 = 
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   :خامسةالخطوة ال
   :had لـ زة المتمايالقيم الذاتيةإيجاد 

[19] :In = h eigen=Eigenvalues[ad ]  
[19] {-18,-18,18,18,0,0,0,0}Out =  

[20] :In =  differenteigenvalues=Intersection[eigen,eigen]  
[20] {-18,0,18}Out =  

   :had درجة الحدودية الأصغرية والتي تساوي عدد القيم الذاتية المتمايزة لـ إيجاد
[21] :In =  d=degreeminimalpolynomial=Length[differenteigenvalues]  

[21] 3Out =         
  

  :سةسادالخطوة ال
  ):أ(الخطوة
مساوية  صغرية إذا كانت درجة هذه الحدودية     الحدودية الأ   التالية تخرج لنا   If إن حلقة 

  : الخطوة الثالثةإلىتطلب منا العودة وإلا  7لـ
[22] :In = ∏

d

i=1

 If[degreeminimalpolynomial == n-m+1 , (x-differenteigenvalues[[i]]),

                       Print[Go to step (3)] ] 
 Go to step (3)  

  :لثةالخطوة الثا
  :   بطريقة عشوائيةWمن 1γ،2γاختيار عددين 

[23] :In =  random =Table[Random[Integer ,{ W[[1]],W[[(n-m)(n-m+1)]] }] ,{m} ]

[23] {29,26}Out =  
[24] :In γ

γ
= ≤ i

i

 For[ i = 1, i  m, Print[(HoldForm[ ]) , "= ", random[[i]] ];
                        = random[[i]]; i++]

  

1

2

                γ =29
                γ =26
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   :ة الخطوة الرابع
1 حيث hadمصفوفة النوجد  1 2 2h Y Yγ γ= +:  

[25] :In
γ

=
≤

i

h

h h i Y h

h

ad  = 0;
             For[i = 1, i  m, i++, ad  = ad  +  ad ];Print["ad =",

 ad   // MatrixForm]

  

  

h

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 32 0 0 0 0 0
0 0 0 55 0 0 0 0

ad
0 0 0 0 -32 0 0 0
0 0 0 0 0 23 0 0
0 0 0 0 0 0 -55 0
0 0 0 0 0 0 0 -23

 
 
 
 
 
 =  
 
 
 
  
 

  

  :خامسة الخطوة ال
   :had لـ  المتمايزة القيم الذاتيةإيجاد

[26] :In = h eigen=Eigenvalues[ad ]  
[26]  {-55,55,-32,32,23,-23,0,0}Out =  

[27] :In =  differenteigenvalues=Intersection[eigen,eigen]  
[27]  {-55,-32,-23,0,23,32,55}Out =  

   :had درجة الحدودية الأصغرية والتي تساوي عدد القيم الذاتية المتمايزة لـ إيجاد
[28] :In =  d=degreeminimalpolynomial=Length[differenteigenvalues]  

[28]  7Out =  
  :سة سادلخطوة الا

  ):أ(الخطوة  
مساوية  التالية تخرج لنا الحدودية الأصغرية إذا كانت درجة هذه الحدودية            If إن حلقة 

  : وإلا تطلب منا العودة إلى الخطوة الثالثة 7لـ
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[29] :In =

∏
d

i=1

 If[degreeminimalpolynomial == n-m+1 ,

 (x-differenteigenvalues[[i]]), Print[Go to step (3)] ] 

[29] (55+x)(32+x)(23+x)x(-23+x)(-32+x)(-55+x)Out =  
  ):ب(الخطوة 

  :لنرمز
1 2 3 4

5 6

( ) +55 , ( ) +32 , ( ) +23 , ( ) 23 ,
( ) 32 , ( ) 55

p x x p x x p x x p x x
p x x p x x

= = = = −

= − = −
    

  ):ج(الخطوة
1من أجل   1j d≤ ≤ −:  

  
  ):i(الخطوة

  :Mإدخال المصفوفة 
[30] :In = 1 2 3 1 2 3 1 2 3 M = {{a , a , a },{c , c , c },{e , e , e }}  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a  a
c c   c
e  e  e

 
 
 
 
 

  

ــساب  ــضاءات ح ):الف )g { (3, ) : ( ) 0}j
j hM SL P ad Mα = ∈ ــث  =  jλحي

  :مجموعة القيم الذاتية المتمايزة والمغايرة للصفر 
1 1 2 2

1 1 2 2

( (3, )) { (3, ) : ( ) 0}

{ (3, ) : [ , ] 0}

j

Y Y j

j

SL M SL ad M

M SL Y Y M M

α
γ γ λ

γ γ λ
+= ∈ − =

= ∈ + − =

  

 
  

  

R)

R))  R)
R)
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[31] :In = ≤
≠

1 1 2 2γ Y +γ Y

1 1 2 2

 For[i=1, i d,
                     If [differenteigenvalues[[i]] 0,
                           Print ["Solution of ad -(",differenteigenvalues[[i]],")

=M" , Solve [ c[γ Y +γ Y ,M] - diff

 
 
 
 
 

1 2 3 1 2 3 1 2 3

erenteigenvalues[[i]]
0 0 0

M= = 0 0 0 ,{a , a , a ,c , c , c ,e , e , e }] ] ,0]
0 0 0

                ;i++]

  

1 1 1 2

1 1 1 2

γ Y +γ Y 1 2 3

1 2 3 2 3

γ Y +γ Y 1 2 3

2 3 1 2 3

                Solution of (ad -(-55))M=0 is{{a 0, a 0, a 0

 , c 0, c 0, c 0, e 0, e 0}}
                Solution of (ad -(-32))M=0 is{{a 0, a 0, a 0

 , c 0, c 0,e 0,e 0, e

→ → →

→ → → → →
→ → →

→ → → →

1 1 1 2

1 1 1 2

γ Y +γ Y 1 2 3

1 2 3 1 3

γ Y +γ Y 1 2 3

1 2 1 2 3

0}}
                Solution of (ad -(-23))M=0 is{{a 0, a 0, c 0,

 c 0, c 0, c 0,e 0, e 0}}
                Solution of (ad -(23))M=0 is{{a 0, a 0, a 0,

  c 0, c 0,e 0,e 0,e

→
→ → →

→ → → → →
→ → →

→ → → → →

1 1 1 2

1 1 1 2

γ Y +γ Y 1 3 1

2 3 1 2 3

γ Y +γ Y 1 2 1

2 3 1 2 3

0}}
                Solution of (ad -(32))M=0 is{{a 0, a 0, c 0,

 c 0,c 0,e 0,e 0, e 0}}
                Solution of (ad -(55))M=0 is{{a 0, a 0, c 0,

 c 0,c 0,e 0,e 0, e 0}}

→ → →

→ → → → →
→ → →

→ → → → →

  

:ومن ثم  

1 2

3 4

5

7 5

8 6

3

0 0 0 0 0 0
( (3, )) { 0 0 0 }={ } , ( (3, )) ={ 1 0 0 } { }

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
( (3, )) ={ 0 0 0 } { } , ( (3, )) ={ 0 0 1 } { }

0 1 0 0 0 0

0 1 0
( (3, )) ={ 0 0 0 } { } , ( (3,

0 0 0

SL Y SL Y

SL Y SL Y

SL Y SL

α α

α α

α

   
   = =   
   
   
   
   = =   
   
   
 
  = 
 
 

  

  

  6
4

0 0 1
)) { 0 0 0 } { }

0 0 0
Yα

 
 = = 
 
 

 

 

R)

R)

R)

R)
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  ):ii( الخطوة   
 جزئيـة   lis لبرمجية التالية تخرج لنا أساس المثالي المولد بمجموعة مدخلة        إن الإجرائية ا  
   :gمن جبر لي 

[32] :In =  NonZero[lis_] := Module[{new = {}}, 
                                                              Do[If[Not[lis[[i]] === 0*lis[[i]]], 
                                                                         AppendTo[new, lis[[i]]]],
                                                                              {i, Length[lis]}]; 
                                                               new]

  

[33] :In =  Coordination[Z_] := Module[{coo, aa}, 
                                                                 coo = Array[aa, {n}]; 
                                                                 D io[aa[i] = Coefficient[Z, (HoldForm[y])  ,
                                                                         {i, n}];
                                                                 coo]

[34] :In = i Combination[lis_] :=Module[{ } , Sum[lis[[i]]*(HoldForm[y]) , {i, n}]]  
[35]:In =  IdealGenerated[lis_] := 

     Module[{k, IdealGenerated},
             IdealGenerated= Map[Combination, NonZero[RowReduce[
               Map[Coordination, Map[Recog, lis]]]]]; 
             dim[

≠

0] = 0; dim[1] = 1; k = 1; 
             While[
               dim[k] < n && dim[k] dim[k - 1], conj = IdealGenerated; 
                k = k + 1; 
                  Do[
                    AppendTo[IdealG ienerated, Recog[c[ReleaseHold[conj[[j]]], y ]]],
                                 {i, n}, {j, Length[conj]}];
                    ideal = Map[Combination, NonZero[
                                               RowReduce[Map[Coordination, IdealGenerated]]]]; 
                    dim[k] = Length[IdealGenerated]
                 ]; 
           IdealGenerated]    
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  :يكون هذه الإجرائية بالاستفادة من 
)1أساس المثالي المولد بـ  (3, ))SL α            [36] :In = 7 IdealGenerated[{Y }]  

1 2 3 4 5 6 7 8{Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y }  
)2أساس المثالي المولد بـ  (3, ))SL α            [37] :In = 5 IdealGenerated[{Y }]  

1 2 3 4 5 6 7 8{Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y }  
)3أساس المثالي المولد بـ  (3, ))SL α            [38] :In = 8 IdealGenerated[{Y }]  

1 2 3 4 5 6 7 8{Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y }  
)4أساس المثالي المولد بـ  (3, ))SL α            [39] :In = 6 IdealGenerated[{Y }]  

1 2 3 4 5 6 7 8{Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y }  
)5أساس المثالي المولد بـ  (3, ))SL α           [40] :In = 3 IdealGenerated[{Y }]  

1 2 3 4 5 6 7 8{Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y }  
)6أساس المثالي المولد بـ  (3, ))SL α           [41] :In = 4 IdealGenerated[{Y }]  

1 2 3 4 5 6 7 8{Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y ,Y }  
  ):د( الخطوة
,3) كان جبر ليفيما إذا التالية For  حلقة تحدد )SL  أم لا وذلك بعد اختبـار  اًبسيط  

) جميع المثاليات المولدة بـ كون 3,......,8) ( (3, )) ii SL α=   . أم لا g مساوية لـ  
[42] :In =

≤ i

Q := 0; 
For[ i = 3, i  8, If [ IdealGenerated[{Y }] = = g, Q + = 0, Q + = 1]; i + +];

                If[Q = = 0, "Lie algebra is simple", "Lie algebra is not simple"] 

[42]  Lie algebra is simpleOut =  
  جـالنتائ

 البعـد  يمنته gي جبر لي نصف البسيط    ف 0h مفهوم العنصر المميز     بعد إدخال  أثبتنا )1
 تحليل جبر لي نصف البسيط إلى فضاءات وزن جبر          أن) معدوم مميزه   F على حقل (

 إلى الفضاءات الذاتيـة للمـؤثر   مطابق لتحليل جبر لي نصف البسيط    B كارتان
0had 

 .وارزمية لاختبار جبور لي البسيطةمما سمح لنا بإنشاء خ

نا ببرمجة الخوارزمية السابقة لاختبار جبور لي الخطية البسيطة على حقل عـددي             قم )2
Mathematica عن طريق برنامج حيث تم تنفيذ هذه الخوارزمية مباشرة علـى   5.0

,3) البسيط لخطي نصفجبر لي ا )SL   .  

R)

R)

R)

R)

R)

R)

R)

R)

R)
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