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ختبـار  لا  خوارزمية  في وظيفها ت معفي الزمر   الصفات الثابتة بالتماثل     بعض   تقدم هذه الورقة العلمية   
 الزمـرتين  المحتواة فـي كـل مـن   إيجاد الزمر الدوارة ب هذه الخوارزمية    أدوتب. منتهيتي التمثيل زمرتين  

 ضمن  عناصر الزمرتين الخاضعتين للاختبار   مجموعة معينة من    ع   توز قارني من ثم ، و المطلوب اختبارهما 
  :ينتهدف الخوارزمية إلى الوصول إلى إحدى النتيجت .تلك الزمر الدوارة
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ABSTRACT  

This paper introduces some isomorphism-invariants for groups and uses 
them to test two finitely presented groups. The introduced algorithm starts with 
the construction of all cyclic groups contained in the groups under test, then it 
compares the distribution of a particular set of elements in the constructed 
cyclic groups. The algorithm leads to one of these two results: 

1. The groups have the same "fingerprint" 
2. The groups are not isomorphic 
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  مقدمة
أول من طرح مسألة التحقق من تماثل زمرتين منتهيتي التمثيـل           ) Tietze(كان تيتز   

 ثـلاث ) 1911( عـام  )Max Dehn ( ماكس دينصاغ  ثم، ومن)1908 (في عاموذلك  
  المنتهـي   التمثيل  ذات  من بينها التحقق من تماثل الزمر       حول الزمر منتهية التمثيل    مسائل

مسألة ترميـز الحيـادي   : وهي) Dehn's Problems(ن ئل بمسائل ديوتعرف هذه المسا
)identity problem(،مــسألة الترافــق و )conjugacy problem(،سألة التماثــل ومــ 
)isomorphism problem(. غير قابلـة للإقـرار فقـد أثبـت     بقةوالمسائل الثلاث السا 

أن مسألتي الترافق وترميز الحيادي غير قـابلتين        ) Boone(وبون  ) Novikov(نوفيكوف  
. أن مسألة التماثل غير قابلة للإقرار     ) Adian (أديانو )Rabin( ربين    كما أثبت  ،للإقرار
  عدنس  ماغوي)Magnus (   أن مسألة التماثل هي الأكثر صعوبة من بين هذه          [3]في كتابه 

  .المسائل
  [1]: أساسيةتعاريف ومصطلحات

 XFالمحتواة في    Φ≠X  زمرة حرة على المجموعة    إنها  XF قال عن زمرة   ي .1
GX وأياً يكن التطبيق     Gأياً تكن الزمرة     :يأتيإذا وفقط إذا تحقق ما       →:θ  ، يوجـد 

GFتشاكل زمري وحيد  X →′ :θيحقق : )()(: xxXx θθ ′=∈∀  
 ـ  .2  هي تقاطع الزمر الجزئية الناظمية      Gفي زمرة    R مجموعةاللصاقة النظامية ل
><ونرمز لها . Rالتي كل منها يحتوي المجموعة  Gفي  GR .[1]  

)},1(:{ نرمـز للمجموعـة   ،  غير خالية مجموعة   Xلتكن   .3 Xxx  بـالرمز  −∋
1−X. 1( ونرمز لكل عنصر,( −x 1 من−X 1  بالرمز−x .[1]  

∪−1 بأنها XAنعرف المجموعة    .4 XX  ،    ونعرف من أجلXA   المجموعة *
XA 

rxxx التي كل منها من الشكل       وعة الكلمات بأنها مجم  Xi إذْ 21... Ax riو ∋ ≤≤1.[1]  
*موعة جزئية من     مج R ولتكن   مجموعة غير خالية   Xلتكن   .5

XA  ،    نعـرف التمثيـل
NF بأنه زمرة    Gللزمرة   X  تحقق أن  GNFX >=< إذْ ≅ XFRN   ونرمز الزمرة 

NF X بالرمز >< RX |.  
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><إن التمثيل   : ونقول RX  عندئـذٍ و تـين منتهي مجموعتين ,RX  إذا كانت  منتهٍ|
  [1]. ة التمثيلزمرة منتهي G سمىتُ

امتلكتـا صـفة    نفسها إذا   ) fingerprint ( إنهما تملكان البصمة   :نقول عن زمرتين   .6
  .مشتركة ثابتة بالتماثل

  : المنتهي ذات التمثيلق التحقق من تماثل الزمرائطر
التحقق من تماثل الزمـر ذات التمثيـل        من الممكن تصنيف خوارزميات واختبارات      

  :المنتهي إلى ثلاثة أصناف
، ة معينة ين زمر ذات تمثيل منتهٍ تملك خاص       خوارزميات للتحقق من وجود تماثل ب      .1

 متعددة  وجود خوارزمية للتحقق من تماثل زمرٍ     ) 1990( عامفي  ) Segal ( سيغال أثبتقدف
عـام  ) O’Brien(كما قـدم   .[5] معطاة بتمثيلات منتهية) Polycyclic Groups(التدوير 

  .[4] زمر −pماثل الـ  لاختبار تخوارزمية) 1994(
مقاربة أكثر عمومية لاختبار ) Holt & Rees(قدم هولت و ريز ) 1992 ( في عام.2

-Knuth ( بندكس – وذلك بالاعتماد على إجرائية كنوث       ؛التماثل بين الزمر منتهية التمثيل    

Bendix Procedure( ،  ــة ــى محاول ــة عل ــذه المقارب ــوم ه ــود وتق ــات وج    إثب
 أن تتحقق إحدى     طويلة إلى  مدداًأو عدم وجود تماثل بالتناوب عبر تنفيذ برنامج حاسوبي          

  .[2]هاتين النتيجتين 
أو ما يعرف   ) Isomorphism-invariants (بالتماثل ةثابتالصفات ال  الاعتماد على    .3
  :ني لغايتيقة هذه الطرتُستخدمو، مة الزمرةببص
i (زمرتين بينثل تما وجودإثبات عدم .  

ii(         الزمـر المطلـوب      مـن   تبسيط البحث عن الزمر المتماثلة عبر تقسيم مجموعـة 
 كل منها زمر تحمـل البـصمة         وفي ، عدد عناصرها   في  أصغر اختبارها إلى مجموعات  

  .[1] نفسها
بتعريف دليل عنـصر فـي زمـرة        ولكن نبدأ   ) 3( خوارزمية من النوع الأخير      قدمنا
  ؟دوارة
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  تعريف 
 العـدد  بأنه   C من a  عنصر  نعرف دليل  x زمرة دوارة مولدة بالعنصر      Cلتكن  
ixa الذي يحقق أن i الطبيعي 1||( حيثوذلك ، = Ci   .aIC)(ونرمز له بـ ) ≥≥

   الخوارزمية
  .GG,21تمثيلان منتهيان لزمرتين : الدخل
 إلاو،   نفسها  تملكان البصمة  GG,21 ي حال نجاح الخوارزمية فإن الزمرتين      ف :الخرج

  .2G لا تماثل 1Gفإن 
   :خطوات الخوارزمية

1{} لتكن   .1 =Σ  من أجل كل عنصر   :  أسرة خالية a   1 منG ّل الزمرة الدوارة    شك
aHوأضف ،  المولدة بـهذا العنصرaH1الأسرة   إلىΣ.  

2{} لتكن   .2 =Σ من أجل كل عنصر  : سرة خالية  أ c 2 منGّل الزمرة الدوارة  شك
cKوأضف ،  المولدة بـهذا العنصرcK 2 إلى الأسرةΣ.  

}:{ ل الأسرةشكّ. 3 1||1 Σ∈Ζ=Ψ HH و الأسرة }:{ 2||2 Σ∈Ζ=Ψ KK.  
21إذا كان. 4 Ψ=Ψ 1 انتقل إلى الخطوة التالية وإلا أوقف العمل وأظهر النتيجةG لا 
  .2Gتماثل 
ba  حيث 1Σ∈bH إذا وجد  1Σ∈aHمن أجل كل     .5 HH  مـن   aH احذف   ⊃

1Σ .  
dc  حيث2Σ∈dK وجدإذا  2Σ∈cKأجل كل من و KK   .2Σ من cK احذف ⊃
}.:;{  شكّل المجموعة1Σمن  aHكل ل .6 1 abba HHbHbaS ≠>=<Σ∈∃=.  
}.:;{ شكّل المجموعة 2Σ من cKكل لو 2 cddc KKdKdcS ≠>=<Σ∈∃=.  

}:{ولتكن  11 Σ∈=Γ aa HSو  }:{ 22 Σ∈=Γ cc KS.  
  : حيث′aS مجموعةال شكّل 1Σ من aHكل ل .7
})(,||;,...,;:),{( 1 kHkkmakka bsIaHHHsSsbaS

k
==∈∈∃=′  
mk (وذلك حيث ,...,11و حيث ) 1≥≥ Σ∈mHH.  
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  : حيث′cS شكّل المجموعة 2Σ من cKكل ل .8
})(,||;,...,;:),{( 1 lKllncllc dzIcKKKzSzdcS

l
==∈∈∃=′  
nl (وذلك حيث ,...,21و حيث  )1≥≥ Σ∈nKK.  

}:{ لتكن .9 11 Σ∈′=Ω aa HSو  }:{ 22 Σ∈′=Ω cc KS:  
21إذا كانت    Ω=Ω   21  فإن الزمـرتين,GG    وإذا كـان   ،   ذاتهـا   تملكـان البـصمة

21 Ω≠Ω  1فإنG 2 لا تماثلG .  
  مبرهنة 
أي  (زمية السابقة تعطي في حـال نجاحهـا    رالخوا زمرتين منتهيتين ف   GG,21إذا كانت   

21عندما  Ω=Ω (تين غير متماثلتين تعطي زمرإلا فإنهاو  نفسها البصمةان تملكتينزمر.  
  الإثبات 

:21ليكن  GGf   :GG,21تماثلاً بين الزمرتين  →
1Ggإذا كان    هي  2Gفي   gf)( فإن مرتبة    n هي   1G في   g و كانت مرتبة     ∋

nأيضاً لأن :  
21

1)1()())(( GG
nn fgfgf  هو أصغر عدد طبيعي يحقق العلاقة    nوإن  ،  ===

2
1))(( G

ngf   :لأن=
nmبفرض وجود عدد      يحقق   >

2
1))(( G

mgf  يكـون    عندئذٍ=
2

1)( G
mgf  أي  =

إن  
1

1G
mg  ΣΣ,21ومنه نجد أن الأسرتين     . n هي   1G في   g وهذا يناقض أن مرتبة      =

) CZ|| زمرةال ΣΣ,21 تنتمي إلى    C أن نستبدل بكل زمرة دوارة    بعد   (متساويتينستكونان  
بعـد إجـراء عمليـة       ΣΣ,21 أي تكفي مقارنة     وهذا يصلح معياراً مستقلاً للزمر المتماثلة     

ــسابقة   ــتبدال ال ــساويهما   الاس ــدم ت ــال ع ــي ح ــإنو ف ــل لا 1G ف   . 2G تماث
   : صورته وفق تماثلأدلةتساوي   في الزمر الدوارة التي تحويه عنصرأدلةأن نثبت أن بقي 

1Ggليكن   nCCبفرض أن    و ∋ igIigI
n

== )(,...,)( 11
nCC حيـث      زمـر   1,...,

  .gحوي ي  كل منها و1Gدوارة محتواة في 
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mKKوبفرض أن    jgfIjgfI
m

== ))((,...,))(( 11
mKK حيث     زمر دوارة  1,...,

   :gf)(حوي وكل منها ي 2Gمحتواة في 
nmإن   tCgإذا كان   :  لأن = )()( فإن   ∋ tCfgf ntحيث   (∋ مـا  ول) 1≥≥

nCC المجموعات فإن عدد  تقابلاfً كان  : f يساوي عدد صورها المباشرة وفق 1,...,
)(),...,( 1 nCfCf.   

)(لتكن   tt CfK tC لدينا : = igI
t

gc أي إن    )(= ti
t >=<حيث   (= tt cC (  ومنـه

===>=< :فإن tt
i
t

i
t

i
t kKkcfcfgf ttt ;))(()()(  

)())((أي إن  gfIgI
tt KC =.  
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