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  الملخص
 وتتجلى الخواص . تتكون من خواص جديدة للتماثلات الاستقرائية للزمرمهمةنتائج تتضمن الورقة العلمية 

 التي تم إثبات صحتها في هذا البحث،) 8(والنتيجة ) 7(والمبرهنة ) 6(الرئيسة الجديدة في نصوص كل من المبرهنة 

حيث تمت الإجابة عن أسئلة مفتوحة حول الجداء نصف المباشر وحول التماثل وحول مشتق الزمرة كخواص للتماثل 

  :الاستقرائي لزمرتين حيث يمكن ذكر ما يلي

:)()(ليكن  GG ′Γ→Γϕ تماثلاً استقرائياً لزمرتين GG   :عندئذ .,′

ByGإذا كانت  )1( λ>=<،  حيث الزمرةBحيث الزمرة كيفية و<y>  منتهية ومرتبتها عدد 

ByGفردي،فإن ′>′=<′ λ.  

>=<><إذا كانت  )2( baG λزمرة منتهية ومرتبتها 
tp2 ،حيث≥tوحيث p عدد أولي

GGفردي، فإن  ))(()()(و أيضاً ′≅ GkGkGk ≅′=ϕ.  

  .p=2هذا و تبقى المسألة مفتوحة من أجل 

 
الجداء نصف المباشر  التماثل الاستقرائي لزمرتين، نظرية الفئات، :يةالكلمات المفتاح

الزمر الدوارة،  مشتق زمرة، التماثل بين زمرتين، لزمرتين،

  .الزمرة الجزئية المميزة
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ABSTRACT 

 
In this paper we have proved the following new properties: 
Let )()(: GG ′Γ→Γϕ  be an inductive isomorphism of groups  GG ′, . 

Then: 
(1) If ByG λ>=< ,where <y> is a finite cyclic group of odd order, then  

ByG ′>′=<′ λ . 

(2) If ><>=< baG λ  is a finite group such that (G:1)=
tp  ، 2≥t   and 

2>p is a prime number ,then GG ≅′ and also  )()())(( GkGkGk ≅′=ϕ .  

The problem is open for 2=p . 
 
 
 
Key Words: Theory of categories, Inductive isomorphism of two 

groups, Semi-direct product of two groups, 
Isomorphism between two groups, Commutator 
subgroup of a group, Cyclic groups, characteristic 
subgroup. 
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  دمةالمق
ن جميع تشاكلاتها  إ بحيث) Category(بأنه فئة ) Groupoid(يعرف الغروبوئيد 

)Morphisms (قلوبة )Inverstible.( يد الاستقرائيويعرف الغروبوئ )Inductive 

groupoid ( د صف تشاكلاته بعلاقة ترتيب مثلومنسجمة مع  ،≥بأنه غروبوئيد ز

  :يأتتركيب التشاكلات وفقاً لما ي

δγβαإذا كانت δγتشاكلات بحيث ,,, ≤،βα وكان المركبان ، ≥

δβ ο،γα ο،فإن   معرفينδβγα οο ≤.  

بين غروبوئيدين استقرائيين إنه تماثل ) Isomorphism(ويقال عن أي تماثل 

  .استقرائي

هي جميع ) Objects( للغروبوئيد،الذي أشياؤه GΓ)(يرمز بـ . أية زمرةGلتكن 

ي تشاكلاته هي جميع التماثلات الزمرية بين هذه الزمر ،و الذGالزمر الجزئية في 

 بشكل منطقي إلى غروبوئيد استقرائي إذا تم تعريف علاقة GΓ)(ويتحول  .الجزئية

  :يأت بين تشاكلاته كما ي≥ترتيب مثل 

KHإذا كان →:αو MN →:β فيوضع βα فقط عندما تكون الزمرة  ≥

  .H علىβ مساوياً مقصور α، ويكون Nمحتواة في الزمرة الجزئية Hالجزئية 

كما يقال عن أي تماثل  .Gائي للزمرة روبوئيد استقر إنّه غ،حينئذ ،GΓ)(ويقال عن 

:)()(استقرائي مثل  GG ′Γ→Γϕ إنّه تماثل استقرائي للزمرتين GG الذي يكتب  ،,′

)()(:أحياناً بشكل مختصر على النحو GG ′Γ≅Γ.   

 Characteristic(ميزة  إنها مG من زمرة Hيقال عن زمرة جزئية مثل 

subgroup (ي فG إذا كان HH =)(ψلأجل كل تماثل زمري مثل GG →:ψ.  

  :يتهذا ويستخدم الترميز الآ

KHGالرمز  - ) Direct product( هي جداء مباشر G يعبر عن أن الزمرة =×

KHلزمرتيها الجزئيتين ,.  

GHالرمز -  .Gفي ) Normal(هي زمرة جزئية ناظمية Hأن الزمرة يعبر عن >
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KHالرمز  - KH يدل على الزمرة المولدة بـ∨ ,. 

KHالرمز  -  .KمعH يدل على تقاطع ∧

kHVالرمز  - λ= عن أن الزمرة  يعبرV هي جداء نصف مباشر 

)Semidirect product ( لزمرتيها الجزئيتينKH VHحيث ،, <. 

]  يدل على الزمرة الجزئية المولدة بالعناصرK(G)الرمز - ]ba,،  حيث

Gba ] وحيث ,∋ ] 11, −−= bababa الذي يدعى )Commutator of a and b( 

 .a, bالمبادل للعنصرين 

 G)Commutatorأو إنها زمرة مبادلات G إنها مشتق K(G)    ويقال عن 

subgroup of G( .  

  ).G) Center of the group G يدل على مركز الزمرة Z(G)الرمز  -

 .y يدل على زمرة دوارة،مولدة بالعنصر <y>الرمز  -

 .Gيدل على مرتبة الزمرة ) G:1(الرمز  -

 .وفق التماثل الاستقرائي المدروسB هو صورة ′Bالرمز  -

>′<الرمز  - y هو صورة >< yوفق التماثل الاستقرائي المدروس . 

  

  النتــائــج
ويتضمن  .ماثلات الاستقرائية للزمرعدد من الخواص للت] 3[و ] 1[لقد استنتج في 

  .لباحثلالبحث الحالي نتائج جديدة 

 أي عددين صحيحين موجبين y,λوليكن  . أي عدد أوليp<2ليكن  ):1(تمهيدية

 t≤0وليكن .  أي عدد صحيحs≤1وليكن  .pن كلاً منهما يكون أولياً نسبياً معإبحيث 

  :عندئذ .أي عدد صحيح

wpyp tsps t

⋅+=⋅+ +⋅ 1)1( λ
 

  .pوأولياً نسبياً مع عدداً صحيحاً موجباً،wحيث يكون 



 2003ـ العدد الثاني ـ ) 19(مجلة جامعة دمشق للعلوم الأساسية ـ المجلد 

  29

دام نشر  ضمن الشروط المفروضة واستخt≤0 الإثبات بالاستقراء على يتم :البرهان

  .p الأولي نسبياً مع العدد λنيوتن وذلك مهما يكن العدد ـ الكرخي 

 أي عدد sوليكن  . عدداً صحيحاmً≤2وليكن . عدداً أولياpً<2 ليكن ):2(تمهيدية

msصحيح بحيث    :عندئذ .1≥≥

smp والمحقق للشرطpالأولي نسبياً معλأياً كان العدد الصحيح) 1( −<≤ λ1 
: محققاً للشرطين وp أولياً نسبياً معµ بحيث يكونµفإنه يوجد عدد صحيح مثل

smp −<≤ µ1;  )(mod1)1( mss ppp ⋅+≡+ λµ.  

smpوالمحقق للشرط  p الأولي نسبياً معµأياً كان العدد الصحيح)2( −<≤ µ1  

:  ومحققاً للشرطينp أولياً نسبياً معλبحيث يكون .λفإنه يوجد عدد صحيح مثل 
smp −<≤ λ1 ; )(mod1)1( mss ppp ⋅+≡+ λµ. 

، يكون )1(واستناداً إلى التمهيدية  ضمن الفرضيات، :البرهان

)(mod1)1( mps pp
sm

≡+
−

.  

12كما أن العناصر  )1(,....,)1(),1( −−

+++
smpsss ppp تكون غير 

سامتطابقة مثنى بالمق
mp سالمق با1، وكل منها لا يطابق

mpيأت، وذلك بملاحظة ما ي:  

   : بحيثi,jإذا كان يوجد 

{ } )(mod)1()1(,,1,...2,1, mjsissm pppjipji +≡+≠−∈ و إذا كان , −

i>jمثلاً، فإن ،:)(mod1)1(,1 mjissm pppji ≡+<−≤ −−.   

−=⋅θومنه، بوضع  lpji حيث ،sml ، p أولي نسبياً مع θ والعدد 0≥>−

βθ:، ينتج أن)1 (واستناداً إلى التمهيدية ⋅+=+=+ +⋅− lspsjis ppp
l

1)1()1(  

mod0)( يجب أن يكون من ثمو ،p أولي نسبياً مع β :حيث mls pp  وهذا +≡

  .غير ممكن

)1(mod1)(وبصورة مشابهة يتم إثبات أن  mis pp ≡+.  
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العناصر ومن جهة أخرى، فإن spλ+1 حيث يكون ،λ أولياً نسبياً مع p ًومحققا 

smpللشرط −<≤ λ1سا، تكون غير متطابقة مثنى بالمقmp،  لأنّه لو كان

)(mod11 mss ppp λλ smpحيث   ،+≡+′ −<′≤≤ λλ1 والعدد λλ  أولي ⋅′

λλ، لكانpنسبياً مع  ′= .ومنه ،بفرض أن:  

p ،smmis أولي نسبياً مع iالعدد    { pipp −<≤Ζ++ 1/)1({=A       

p ،smmsع  أولي نسبياً مλالعدد    { ppp −<≤Ζ++ λλ 1/1{=B  

BA إن :يمكن القول  في =
Ζ

Ζ
mp

  : يأتي بملاحظة ما 

Appإذا كان  mis ∈Ζ++ )1(، فإنsis pp λ+=+ ، حيث يكون العدد )1(1

λ أولياً نسبياً مع p و يمكن افتراض أن ،
smp −<≤ λ1)  لأنه في الحالة المعاكسة

 ومن ثم ،)،الحصول أيضاً على المرادZيمكن،باستخدام خوارزمية القسمة في 

Ζ++=Ζ++ msmis pppp λ1)1(.  ومنهBA⊆.  

BAا عدد العناصر نفسه،ينتج أنولهم منتهيتان، ,BAباعتبار أن المجموعتينو =. 

  .ومن ثم التمهيدية صحيحة

 أي عدد sوليكن  . عدداً صحيحاmً≤2وليكن  .عدداً أولياpً<2ليكن  ):3(تمهيدية

msن إصحيح بحيث   pبحيث يكون أولياً نسبياً مع  أي عدد صحيح λوليكن  .1≥>

smpومحققاً للشرط  −<≤ λ1.  

  :  ومحقق للشرطينp أولي نسبياً مع′µعندئذ يوجد عدد صحيح مثل
smmss pppp −′ <′≤+≡+ µλ µ 1);(mod1)1(.  

 : بحيث يكونµيوجد عدد صحيح مثل ) 2(حسب التمهيدية  :البرهان

)(mod1)1( mss ppp λµ ) p أولياً نسبياً مع µ( و+≡+

)1(و smp −<≤ µ.  

⋅+⋅=1: بحيث يكون,wvومنه يمكن إيجاد عددين صحيحين مثل  − wpv smµ.  
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=⋅+′µمن ثم  وp نسبياً مع  أوليvوهذا يؤدي إلى أن  −smpqv حيث 
smp −<′≤ µ1 و العدد µ′ يكون أولياً نسبياً مع p.  

  :كما يكون

[ ] )(mod)1()1()(mod))1(()1(1 msqpsmvswpvss ppppppp
smsm µµµµ ′⋅⋅+⋅ +⋅+≡+≡+=+

−−

 
[ ] )(mod)1( ms pp µµ ′
+≡   

)1(mod1)(: أي أن mss ppp +≡+ ′µλ.  

  .وبذلك يتم إثبات المطلوب

ولتكن الزمرة  أي عدد أولي، p<2ليكن ):4(تمهيدية

nm pp baG ><>=< λ، 1:حيث≥n، 2≥m،γabab =−1،mp<< γ1، 

p،)(mod1 أولي نسبياً مع العدد γوالعدد  mp p
n

≡γ. عندئذ يوجد للزمرة الدوارة

>< b  مولد مثل lb=β بحيث يكون 
spaa +− = 11ββ 1،حيث≥s.  

 عبارة عن زمرة منتهية،مرتبتها Gن  لأ نظراً:البرهان
nmp +

 Z(G)،فإن مركزها 

)(γوبملاحظة أن .غير تافه
11 1 −−

=− mm pp abba ينتج أن Ga p
pm

<><
−1

 ومن 

)(، ]2[حسب  ،ثم
1

GZa p
pm

⊆><
−

 .  

GZa)( بحيث أصغر عدد صحيح موجب θ ليكن p ∈
θ

 عندئذ .

mm <−≤≤ 11 θ.  ولما كان
θθθ γ ppp abbaa ⋅− ==  فإن 1

)(mod1 θγ −≡ mp، أي أن :
θλ −+− =

mpabab θλ حيث 11 p<≤1.  

  :لأنه في الحالة المعاكسة يكونp يكون أولياً نسبياً مع λكما أن 

tpr ⋅=λ 1 حيث≥t ،1≥> rθ والعدد ،tًمع  أولي نسبيا p، من ثم و

tpp rmm ⋅+=⋅+ −−− )(11 θθ λ ،ثم)(GZa
rp ∈

−θ

 مما يناقض ما يتصف 

  . عند اختيارهθبه العدد 
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smبفرض =−θ يكون:  

1≥> sm،
spabab λ+− = 11

smp: حيث −<≤ λ1،  والعددλ أولي نسبياً مع 

  .pالعدد 

 أولياً ′µ بحيث يكون العدد ′µيوجد عدد صحيح مثل  ،)3(حسب التمهيدية  ومنه،

  : ومحققاً للشرطينpنسبياً مع 
smp −<′≤ µ1 ،)(mod1)1( mss ppp +≡+ ′µλ.  

><ه يوجد للزمرة ومن b المولد µβ ′= bبحيث يكون :  
ss pp aaa ++− ==

′ 1)1(1 µλββ.  

  :القضايا الآتية متكافئة ):5(تمهيدية 

nmلتكن ) 1 ( baG ><>=< λ،حيث  زمرة: m , n،عددان صحيحان  

2≥n ،3≥mعدد فردي .  

)()( زمرة بحيث ′Gت  إذا كان GG ′Γ≅Γ فإن Ga m ′>′< maحيث  ،> >′< 

maهي صورة الزمرة الجزئية    . وفق هذا التماثل الاستقرائي><

ltلتكن) 2( pp
vuK ><>=< λ،2حيث  زمرة>pإذا .  عدد أولي

Kكانت )()( زمرة بحيث ′ KK ′Γ≅Γ فإن Ku tp
′>′< tpuحيث  ،> >′< 

tpهي صورة الزمرة الجزئية
u   . وفق هذا التماثل الاستقرائي><

ByHلتكن ) 3( λ>=<،حيث  زمرة>< y مرتبتها  زمرة دوارة منتهية كيفية

Hإذا كانت .  زمرة منتهية كيفيةBعدد فردي وحيث  )()( زمرة بحيث ′ HH ′Γ≅Γ 

Hyفإن  ′>′< <،>′< y هي صورة >< yوفق هذا التماثل الاستقرائي . 

] الاقتضاء :البرهان ])1()2(   . واضح⇐

)2()1( :)()(ليكن  :⇐ GG ′Γ→Γϕتماثلاً استقرائياً لزمرتين  GG  G،حيث ,′

rtوليكن  ).1(تحقق الشروط المذكورة في النص 
r

t ppm ....1
rpp حيث =1 ,.....,1 

rttأعداد أولية فردية مختلفة مثنى، و   .أعداد صحيحة موجبة 1,.....,
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∏:عندئذ
=

><=><
r

i
pim it

i
aa

1
  

∏:يكون] 4[و] 1[بالاستفادة من  ومنه،
=

>′<=>′<
r

i
pim it

i
aa

1
  

Eba nm nm و>′<∧>′<=′ baG >′<∨>′=<′.   

itثم ،بأخذ
ipia >< ،فإن i=1,2,..,r،حيث >< iaتكون مميزة في >< a. وبأخذ 

><∨>=< baH iتوجد حالتان فقط :  

it و nالعددان) أ(
ipًعندها تكون: أوليان نسبيا>< ia زمرة جزئية مميزة في 

>=<><الزمرة  baH i λ . و لما كان)()( HH ′Γ≅Γ فإن >′< ia تكون 

Hمميزة في  Haiمن ثمو ،′ ′>′< <.  

it و nالقاسم المشترك الأكبر للعددين ) ب(
ip هو d>1: عندها يمكن افتراض

Kpn s
i ipK والعددان K≤1حيث  ،=⋅  :فتكون ، أوليان نسبياً,

><>=<><><=><×><>>=<<>=< zLzyazyabaH iKpii s
i

λλλλλ )()(
  

>=<><حيث  yaL i λ . وبملاحظة أنL تكون مميزة فيH فإن ،L′ تكون 

Hمميزة في  HLمن ثمو ،′ ′′ )()(، حيث > HH ′Γ≅Γ .  ومنه ،بملاحظة أن

)()( LL ′Γ≅Γيكون ،]1[  و بالاستفادة من الفرض ومن :  
>′<>′=<>′<×>′<>′>=<′<>′<>′<>=′<′=′ bazyazyazLH iii λλλλλ )()(

Hai من ثم و  ′>′< <. 

′′′>∋′<:إذن −
ii abab   .i=1,2,..,r ،حيث 1

rن لأ ونظراً
raaa ββ ′′=′ ...1

  : فإن 1

>′∈<′′=′′′′′′=′′′ −−− aaababbabbab rr
rr
γγββ ....)....()( 11

1
11

1
1  

Gaوهذا يعني أن   ′>′< <.  

]الاقتضاء  ])3()1(   . واضح⇐
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)1()3( Bzليكن : ⇐  وفق التماثل الاستقرائي B هي صورة ′B، حيث ′∋′

>′< بحيث تكون ∋Bzعندئذ يوجد .المدروس z هي صورة >< z وفق التماثل 

><∨><ة ومنه فالزمرة الجزئي. الاستقرائي المدروس zy في Hلها الشكل : 

><>>=<<∨>< zyzy λ.  

)()(ولكن >′<∨>′<Γ≅><∨><Γ zyzy،1(حسب   إذن( ،

>′<∨>′>=<′<>′<:يكون zyzy λ، من ثمو:>′∈<′′′ − yzyz ومنه،  .1

بفرض  
υyx >′< أي عنصر من ′=′ y،  يكون:  

>′∈<′′′=′′′ −− yzyzzxz υ)( Hy,  إذن11 ′>′< <.  

:)()(ليكن ):6(مبرهنة  GG ′Γ→Γϕ ،ًتماثلاً استقرائياً زمريا 

nmحيث pp baG ><>=< λ2 و>pعندئذ. عدد أولي:Ga ′>′< حيث  ،>

)( ><>=′< aa ϕ.  

 نإ :البرهان
spabab +− =   ).4التمهيدية ـ  ( .s≤1 حيث11

msفإذا كان   تكون تبديلية ′G فالزمرة من ثمو  تكون تبديلية،G فإن الزمرة ≤

Gaمن ثم و ،]1[أيضاً حسب  ′>′< smأن  الآن، لذا يفترض،. > من ثم  و<

2≥m.يوجد في ن  إذ)(GAut تماثل واحد على الأقل مثل GG →:λ بحيث يكون 

λمطابقاً على >< b ومحققاً للشرط >=<>< aa )(λ،  أي:bb =)(λ 
υλو aa   . أوليان نسبياp,υًن  و العدداmp<≤υ1 حيث )(=

GAut)( فإنه يوجد فيt هو GAut)(و بفرض أن عدد مثل هؤلاء التماثلات في  ′ 

bb، بحيث تحقق الشرطين tعددها  تماثلات، µaa و′→′  حيث ′→′
mp<≤ µ1 و العددان pو µًأوليان نسبيا .  

  :ونظراً لأن
nmpGG +==′ Ebaوأن  ،]3[ حسب ):1():1(  فإن >′<∧>′=<′

βα يكتب بشكل وحيد على النحو ′Gكل عنصر من  ba   : حيث′⋅′
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np≤≤ β1و mp≤≤α1 .ومنه يمكن افتراض أنβαbabab ′′=′′′ −1 .

GGباختيار التماثل  ،ثم bb المحقق للشرطين′→′ 2aa و′→′  تطبيقه و′→′

βαbabab :على طرفي المساواة السابقة يكون ′′=′′′ − 212   

22 :أي )( βαβα baba eb: ومن ثم′′=′⋅′ ′=′β.   

αabab: إذن ′=′′′ Gaومنه. 1− ′>′< <.   

:)()( ليكن ):7(مبرهنة  GG ′Γ→Γϕتماثلاً استقرائياً لزمرتين GG ′,. 

ByGولتكن  λ>=< حيث الزمرة Bوحيث الزمرة  ، كيفية>< yمرتبتها  ،منتهية

ByGعندئذ  .تساوي عدداً فردياً ′>′=<′ λ.  

Bbليكن :البرهان ><>=′< بحيث يكون ∋Bbعندها يوجد . ′∋′ bb )(ϕ 
>=<∨><بأخذ  ومنه، byHتكون ><>=< byH λ، ومن ثم: 

>′<∨>′=< byH )(ϕ .وهنا توجد حالتان:  

>′<الزمرة   ) أ( bعندها تكون  :نتهية غير م>< bفإذا كانت .  زمرة غير منتهية

><الزمرة  y ،مرتبتها عدد فردي، فإن منتهية >< y تكون مميزة في H، ومن 

>′<ثم y تكون مميزة في )(HH ϕ=′، ثممن وHy ′>′< <.  

>′<الزمرة) ب( bعندها تكون  : منتهية>< bحسب  ومنه، . زمرة منتهية

Hy، ينتج أن)5(والتمهيدية ) 6(المبرهنة  ′>′< <. 

′′′>∋′<يكون في الحالتين، ،إذن − ybyb Gy يكونومن ثم ،1 ′>′< < .

ByGار أن باعتب ومنه، ′∨>′=<′ ,EBy ينتج  ،>′<∧′=′

ByGأن ′>′=<′ λ. 

:)()(ليكن ):8( نتيجة GG ′Γ→Γϕًحيث زمرياً،  تماثلاً استقرائيا:  

nm pp baG ><>=< λ2 و>pعندئذ .عدد أوليGG ′≅  

))(()()( :وأيضاً GKGKGK ≅′=ϕ.  

بكتابة ) 4( التمهيدية تسمح :لبرهانا
spabab +− =    .s≤1 حيث11



 خواص جديدة للتماثلات الاستقرائية للزمــر ـ أبو حمدة

 36

msفإذا كان GGمن ثمو ، تكون تبديلية منتهيةG فإن الزمرة ≤   .]1[ حسب ≅′

smليكن Gaعندها .< ′>′<    : يكونومن ثم، )6( حسب المبرهنة >

nm pp
baG >′<>′=<′ λ  

حيث 
tpabab +− ′=′′′ 11 ،1≥t 4(، وذلك استناداً إلى التمهيدية.(  

  :، يكون]1[ومنه، بالاستفادة من 
>=′<∧′=><∧=><∧=><=>′<

−−

aGZaGZaGZaa s

sm

s

sm

p
p

p
p )()())(())(()( ϕϕϕϕ

 
t

tm

p
pa >′=<

−

 

tsيكون ومن ثم  pp   .s=t أي =

GG:إذن ′≅.  

)()())(( :ونكما يك GKGKaaGK
ss pp ϕ=′>=′>≅<=<.  

  .وبذلك يتم إثبات المطلوب
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