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ABSTRACT 
 

A BCI-algebra is a non-empty set X with a binary operation, distinguished 
element 0, and the binary operation satisfying some conditions.  

In this paper we presents a generalization of some important known 
identities in BCI-algebras that could be help in starting new studies in this field. 
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  ةـدمـالمق
-اه جبـر يبتعريف مفهوم جديد أسـم  (k. Iseki)  قام رياضيان يابانيان1966في عام 

BCI                  وقد استقى هذا المفهوم من جهتين الأولى نظريـة المجموعـات و الثانيـة جبـر  
 عـرف  إذ في هذا الموضوع وثالبح سلسلة من K. Iseki  نشر1980وفي عام . المنطق

 بدراسات لإيجاد أقل عدد ممكن من الشروط في W. Cornish والذرة وقام ،مفهوم المثالي
 ـ وخلال الثمانين،وأوجد علاقة بين هذا الجبر و الزمرة البوليانيةBCI  -تعريف الجبر ات ي

علـق   تتبحوث بدراسة موضوع الذرات ونشرا عدة J. Meng, X. L. Xinقام الرياضيان 
     .وما سماه شبه الزمرة التبديليةBCI  - العلاقة بين الجبر W. Dudekثم درس . به

 إثبـات    خاصة موضوع الذرات ونحاول أيـضاً      البحوث لهذه   ويعد هذا البحث امتداداً   
     .        صحة بعض المتطابقات المعروفة إنما في حالات أعم

  

 :BCI-ورــجبـ 1
  .[1] ,[3] ,[5] و مبرهنات فتعاري

  : تعريف1--1
 ـ    * مزودة بعملية ثنائية     X كل مجموعة    BCI-نسمي جبر   0 وبعنصر مميز نرمز له ب

  :الآتيةوالعملية الثنائية تحقق الشروط 
1) x*x = 0 
2) x*y = 0, y*x = 0 ⇒ x = y             
3) (x*(x*y))*y = 0       
4) ((x*y)*(x*z))*(z*y) = 0  

  .X منy ,x  z,وذلك مهما تكن 
 تحقق التعريف  * يعني أنBCI -جبر  هي   (X, * , 0) أن الثلاثيةسنعدفي هذه الدراسة 

  . BCI- هي جبرXن إ:  وللاختصار سنقول،)1-1(
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  : مثال-1-2 
  :الآتي بالعملية الثنائية المعرفة بالجدول X ولنزود X = {0, 1, 2, 3}لتكن 

* 0 1 2 3 
0 0 0 2 2 
1 1 0 3 2 
2 2 2 0 0 
3 3 2 1 0 

في ) 1(تحقق الشرط   ولنلاحظ مثلاً  [2]نظرا BCI- مزودة بهذه العملية هي جبر     Xإن  
أما الخواص الأخـرى  . التعريف وذلك واضح من أن عناصر القطر الرئيسي كلها أصفار         

 . فيمكن التحقق من صحتها بالحساب المباشر وهي عملية طويلة ومعقدة لكنها منتهية
  مـن أجـل  الآتـي  طبيعي بعلاقة ترتيب معرفة بالشكل  مزود بشكلBCI-كل جبر
  : فإن X  من x, yعنصرين 

x ≤ y ⇔ x*y = 0  
  :الآتيةعلاوة على ذلك لدينا التمهيدية 

   : تمهيدية-1-3
  : محققةالآتيةن الخواص إ فBCI- جبرXليكن 

1) x*0 = x 
2) x*(x*(x*y)) = x*y 
3) (x*y)*z =(x*z)*y 
4) 0*(x*y) = (0*x)*(0*y) 
5) x ≤ y ⇒  x* z ≤ y*z, z*y ≤ z*x 
6) 0*(x*y) = 0  ⇔  0*x = 0*y 
7) (x*z)*(y*z) ≤ x * y  

  .Xمن z ,y ,x وذلك مهما يكن 
  :ترميز -1-4

   صحيح موجب سوف نرمز n  و  x, a∈ X  وBCI- جبرXلنفرض أن 
  : أي a*xnبـ )  مرةx, nحيث تظهر  (x*(..…*(x*(a*x)...) لـ

a*xn = (...(a*x)*x)*…..)*x 
  . nسنستخدم مفهوم العناصر الذرية من النسق
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  : تعريف-5 -1
   بحيثاً موجباً صحيحاًعدد n , a∈ X   و،BCI - جبرXليكن 

x*an = 0 ⇒ x = a 
  . ذرة– n يسمى   a فإن

  . ذرة فقطa سندعو n = 1في حال 
    .X ذرات في n-لمجموعة كل الـ   Ln(X)سنرمز بـ 

   .Xعة كل الذرات في  لمجموL (X)كما نرمز بـ 
   :يأتي ونعرفها كما  ~سنستخدم أيضاً علاقة تكافؤ نرمز لها بـ

  : تعريف-6 -1
  : إن العلاقة الثنائيةX عنصرين من y , x و BCI - جبرXليكن 

x~y ⇔ 0*x = 0*y 
  .X ىهي علاقة تكافؤ عل

 x و ]e = [{e1 ,e2 ,…..,en }منتهياً و] e[ و كان eصف تكافؤ ] e[ وe∈X وبفرض 
 :  فسوف نستخدم الرمزXعنصراً ما من 

xe = (…..(x *e1) * e2) *…..)*en) * (0*e(n-1))  
 :نستخدم الرمز∋j   {n ,.…… ,2, 1}   حيث   e = ejوإذا كان 

x' = (….(x * e1) * e2)*…..)*ej-1 )*ej+1)*……)*en)*(0*e(n-1)) 
  : تعريف-1-7

  :الآتيةلمجموعة  عندئذ نعرف اX عنصر من BCI ، a- جبرXليكن 
Ta = {x∈X: a*(a*x)= x}  

المذكورة أعـلاه  ) 3 -1(في التمهيدية ) 2(يمكن أن نلاحظ بسهولة استناداً إلى الجزء 
   سنستخدم كذلك الرمزa*X   {a*x: x∈X} = حيث المجموعةTa = a*Xأن 

Ta*X= {u*v: u ∈Ta, x∈X}.  
  .ه الورقة العلمية بعض التمهيديات التي سنستخدمها في هذيأتينقدم فيما 

  : التمهيدية-8 -1 
  : عندئذXن من يعنصرBCI ,a, b - جبرXليكن 

a*x  (∀x ∈ x) ذرة في X  ⇒  a1 ذرة في) X   
    a ⇒ 0*(0*a) = a2 ذرة في) X   
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  ].6[انظر : البرهان
  : تمهيدية-9 -1 

  :Xن من ي عنصرy, x اً موجباً صحيحاً عددBCI ,n- جبرXبفرض 
1) 0*(0*xn) = 0*(0*x)n 
2) 0*(x*y)n = (0*xn)*(0*yn) 

  ].4[نظرا: البرهان
   الدراسة والبحث ـ2

  :الآتيةنبدأ الجزء الثاني من هذه الورقة العلمية بالتمهيدية 
 : تمهيدية-1 -2 

 الآتيـة  فإن الخواص X  a, b ∋  عندئذ من أجل أي عنصرينBCI- جبرX إذا كان 
  :محققة

1) Ta*b  ⊆  Ta 
2) T0  ⊆ Ta 
3) Ta*X = Ta 
4) x ∈ Ta ⇒  Tx  ⊆ Ta 

  
  :البرهان
  : Ta*b من تعريف المجموعة , yوليكن   Ta*b   نأخذ عنصراً من) 1(لبرهان 

y = (a*b)*((a*b)*y)    
   = (a*b)*((a*y)*b) 
   ≤ a*(a*y) 

  ).3-1(الواردة في التمهيدية ) 7(، )3(لخاصتين ى الإوذلك استناداً 
 ومنه يمكـن أن نكتـب   y=0*(a*(a*y))) 1-1(في) 3(ط  ومن الشر y ≤ a*(a*y):اًإذ

a*(a*y) ≤ yوبدمج المتراجحتين نجد  :a*(a*y) = yاً إذ y∈ Ta نكون قـد أثبتنـا   ومن ثم 
  ).1(الجزء

  .a = bوذلك بوضع  )1(فينتج مباشرة من ) 2(أما الجزء
   حيـث z*y  أي عنصر مـن الـشكل   Ta*Xأخذ عنصراً من المجموعة ن) 3(لبرهان 

, z∈Ta  . y∈ X لكن   z∈ Ta   ً7-1(  الواردة في التعريفإلى الملاحظةيقتضي استنادا( 
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فـي هـذه   ) 1( وعليه نستنتج حـسب الجـزء   a*x z =بحيث  x∈X   وجود عنصر مثل
 : التمهيدية أن

T z *y=T(a*x)*y  ⊆  Ta*x  ⊆  Ta  

  :بومن هنا يمكن أن نكت   z*y ∈Ta    اًإذ ∋ Tz*y     z*yومن الواضح أن
Ta*X ⊆ Ta.  

  ).3-1( في التمهيدية) 1( أما الاحتواء المعاكس فهو واضح من الخاصة
ومن  x = a*uبحيث u ∈ X  ومنه يوجد  x∈Ta  لنفرض أن) 4( لبرهان الجزء وأخيراً

  .Tx ⊆  Ta اًإذ  Tx = Ta*u ⊆ Ta :نجد ) 1(لجزء ى الإ  استناداًثم
 .وبهذا يكون قد تم إثبات التمهيدية بكاملها

  :الآتيةولدينا هنا النتيجة 
 : نتيجة-2 -2

  : عندئذاً موجباً صحيحاًعددX  ,  n عنصرين من x, a وليكنBCI- جبرXبفرض 
a*(a*(a*xn)) = a*xn  

  ووفقـاً  nيتم إثبات النتيجة بطريقة الاستقراء الرياضي بالنسبة للعدد الصحيح: الإثبات
 للمبرهنة الـواردة فـي    تعميماً تعدلنتيجة   هذه ا  ،)1-2(من التمهيدية السابقة    ) 3(للخاصة  

   .a = 0 حيث تتم البرهنة على صحة المطابقة أعلاه بافتراض [7]
  : تمهيدية-3 -2 

  :الآتية عندئذ لدينا الخواص BCI- جبرXليكن
1) L(X) = T0 = 0*X 
2) Ln(X)   ⊆  L(X)  ( ∀n ≥  1) 
3) a  ∈   Ln(X)   ⇒  0*a(n-2) = a (  n  ≥  2) 

  :رهانالب
  ).7-1(ومن) 8-1(في التمهيدية) 2( إن الجزء الأول ينتج بسهولة وذلك بتطبيق 

  .n = 1جل أن الخاصة صحيحة من أ من السهل أن نرى أولاً) 2(لبرهان الجزء
 . Ln(x)  ∈ a نأخذ عنصراً(n > 1)في حال

  :أن)  3-1(من التمهيدية ) 3( والخاصة* إلى تعريف لدينا استناداً
(0*an)*(0*an) = 0  ⇒  (0*(0*an))*an = 0  

   يمكن أن نضع an = x*0وبوضعa = (an*0)*0   : نإ ف، ذرة– n  هو aن ونظراً لأ
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a =  0*x  اً إذ  a ∈ L(X) ًلجزء الأول في هذه التمهيديةى الإ استنادا.  
 باسـتخدام أسـلوب    ومن ثـم a ∈ L(X) يمكن إثباته بأخذ عنصر) 3( و أخيرا الجزء

  :الجزء الثاني في هذه التمهيدية نرىمماثل لإثبات 
0*(0*an)=a   ⇒   0*(0*(0*an)) = 0*a  

  : وعليه 0*an = ((an*0)*0)*0: أعلاه نجد أن) 2-2( ومن النتيجة
0*an = 0*a   ⇒  (0*a)*an-1 = 0*a 

  :يتضح أن) 3-1( في) 3(  وباستخدام الخاصة 0 = (0*a)*(an-1*(a*0)):ومنه نستنتج
((0*a)*(0*a)) *an-1=0  

    an-1 = 0* 0.:أي
في هذه ) 2(والاستفادة من الجزء  a = 0*(an-2*0) :يمكن كتابة المساواة الأخيرة بالشكل

  an-2 = a*0.: اً بحد ذاته ذرة إذaالتمهيدية ذاتها نجد أن 
  .وبهذا يتم إثبات التمهيدية

 :الآتي بالجدول ة معرف *و  X = {0, a, b, c}    لتكن:مثال  -4 -2
* 0 a b c 
0 0 0 c c 
a a 0 c b 
b b c 0 a 
c c c 0 0 

 ولنلاحظ هنـا  ،ويمكن التأكد من ذلك مباشرة من الجدول[3]  نظرا  BCI- جبرXإن 
 كمـا ورد    X  أي مجموعة ذرات      T0 أو   X*0أن السطر الأول هو عبارة عن المجموعة        

 والرابـع هـي      وأن الأسـطر الثـاني و الثالـث        ،)3-2(من التمهيدية   ) 1(في   الجزء     
 إن هذه المجموعات كما هو واضح من الجدول ،على الترتيب Tb ,  Ta  Tc ,المجموعات 

 وكتطبيـق   ،)1-2( من التمهيديـة  ) 2(  وهو ما تم إثباته في الجزء      T0تحوي المجموعة   
 a ما من عناصر السطر الثالث مثل         عنصراً نأخذللجزأين الأول والرابع من هذه التمهيدية       

        Tb.محتوى في السطر الثالث أي في Ta لثاني أي إن السطر ا
  ). 9-1(  للمتطابقة الواردة في التمهيدية تعميماًتُعدننتقل الآن إلى برهان متطابقة 

  : مبرهنة-5 -2
  :عندئذ  2   أكبر أو يساوياً طبيعياً عددn و X من a و  BCI- جبر X ليكن

(∀x∈X) 0*an-2 = a ⇒ a*(a*xn) = a*(a*x)n 
  : البرهان
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 من المرات ثم    nعدد  ) 3-1(الواردة في التمهيدية    ) 3( قبل كل شي بتطبيق الخاصة      
  :يكون لدينا) 2 -2(الاستفادة من النتيجة 

(a*(a*x)n)*(a*(a*xn)) = (a*xn)*(a*x)n 
                               = (((a*x)*xn-1)*(a*x))*(a*x)n-1   
                                = (((a*x)*(a*x))*xn-1)*(a*x)n-1               
                                = (0*xn-1)*(a*x)n-1 
                                = (0*(a*x)n-1)*xn-1 

  :يمكننا كتابة)  9-1(من التمهيدية  ) 2(وبالرجوع إلى الجزء
(a*(a*x)n)*(a*(a*xn)) = ((0*an-1)*(0*xn-1))*xn-1 
                                = ((0*an-1)*xn-1)*(0*xn-1) 
                                = ((0*xn-1)*an-1)*(0*xn-1)    
                                = ((0*xn-1)*(0*xn-1))*an-1  
                                = 0*an-1                                                         

  : إذاً  ومنه an-1= (0*an-2)*a = a*a = 0* 0 أن اتضح  an-2 = a*0ولما كان 
(a*(a*x)n)*(a*(a*xn)) = 0  

   . ذرةaذلك أن إلى   وسنبين استناداan-2 = aً*0من جهة أخرى لدينا فرض 
      :في الواقع نميز حالتين

   ذرة a ومن ثم a = 0  وعندئذ n = 2 فيها  : 1الحالة 
 ذرة a*0 كمـا أن العنـصر  an-3 = a*(a*0) وفي هذه الحالة فإن n > 2 فيها  :2الحالة 

مـن  ) 1( للجـزء     ذرة وذلك وفقاً   aيتضح من ذلك أن     ) 3-2(في  ) 1(استناداً إلى الجزء    
 :ونظراً لأن   ذرةa*(a*xn) ،)8-1(التمهيدية 

(a*(a*x)n)*(a*(a*xn)) = 0 
  .a*(a*x)n = a*(a*xn): فإن

  :  سؤال مفتوح
في الحقيقة لم نجد حتى هـذه اللحظـة         ؟   عكس المبرهنة السابقة صحيح    هلتساءل  ون
  : الجواب يكون شافياً إذا، هذا التساؤلعن  شافياًجواباً

一- أو عدم صحتهتم البرهان نظرياً على صحة العكس . 
   nلـإعطاء مثال يظهر أن العكس غير صحيح من أجل قيمة ما -ب
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  : الآتيةنحصل على النتيجة ) 3-2( من التمهيدية )3(بدمج المبرهنة السابقة والجزء 
  : نتيجة-2-6 

a∈ Ln(X) ⇒  a*(a*x)n =a*(a*xn) 
  : مبرهنة-7 -2 

  : محققةالآتية عندئذ القضايا X ذرة في a إذا كان ،BCI- جبرXليكن 
1) (a*(x*y)n)*a = (a*xn)*(a*yn) 
2) a*(x*y)n = ((a*xn)*(a*yn))*(0*a)  

  . أي عدد صحيح موجبnوحيث X   من  y, xوذلك مهما يكن 
  :البرهان

  ):9-1(التمهيدية ) 2(لدينا من الجزء  . X من y, xليكن ) 1(
0*(x*y)n = (0*xn)*(0*yn)  

  : نستنتج)1-1(في التعريف ) 1(ومن الشرط 
(a*a)*(x*y)n = ((a*a)*xn)*((a*a)*yn) 

  :لدينا) 3-1( للتمهيدية ووفقاً
(a*(x*y)n)* a = ((a*xn)*a)*((a*yn)*a)  

  ):3-1(من التمهيدية ) 7(وحسب 
(a*(x*y)n)*a  ≤  (a*xn)*(a*yn) 

  :ومن ثم) 8-1( إلى التمهيدية وذلك استناداً، ذرة (a*yn)*(a*xn)لكن
(a*(x*y)n)*a = (a*xn)*(a*yn)  

  :لإثبات صحة المتطابقة الثانية لدينا من المتطابقة الأولى 
((a*(x*y)n)*a)*(0*a) = ((a*xn)*(a*yn))*(0*a)  

  :نجد) 3-1(في التمهيدية ) 7(الآن من الجزء 
((a*(x*y)n)*a)*(0*a) ≤  (a*(x*y)n)*0 = a*(x*y)n  

 ذرة  a*(x*y)nأن  ) 8-1(في التمهيدية   ) 1( ذرة نجد من الجزء      aن العنصر   ونظراً لأ 
  :اًإذ

((a*(x*y)n)*a)*(0*a) = a*(x*y)n  
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  :ومن ثم
a*(x*y)n = ((a*xn)*(a*yn))*(0*a)  

  :مثال -8 -2
  :الآتي بالجدول * ولنعرف العملية الثنائية X = {0, 1, 2, 3, 4}لتكن 

* 0 1 2 3 4 
0 0 0 4 4 2 
1 1 0 4 4 2 
2 2 2 0 0 4 
3 3 2 1 0 4 
4 4 4 2 2 0 

وكتطبيـق  ، ويمكن إثبات ذلك بالحساب المباشر[2] نظر ، اBCI- جبر(X, *, 0 )إن 
  x∈X من أجل أي عنـصر  اً إذ،n = 4 ومنه n-2= 2 اً إذ 2 = 22*0 :لدينا) 5-2(للمبرهنة

 :الآتيةلدينا المساواة 
2*(2*x4 ) = 2*(2*x)4  

 ، وهو ذرة لأنه من عناصر السطر الأول       4نأخذ العنصر   ) 7-2( وكتطبيق للمبرهنة  
 اًإذ) 4-2( كما أوضحنا ذلك فـي المثـال     Xباعتبار أن عناصر السطر الأول هي ذرات        

 :الآتيتانن اابقتلدينا المتط
 (4*(x*y)n)*4 = (4*xn)*(4*yn) 
4*(x*y)n = ((4*xn)*(4*yn))*(0*4) 

  .n  ومهما يكن العدد الصحيح الموجب X   من y, xوذلك مهما يكن العنصران 
  : تمهيدية-9 -2

 توجد ذرة واحدة وذرة واحدة      ∽في كل صف تكافؤ لعلاقة التكافؤ       , BCI- جبر Xليكن  
  .  ممثل لصف التكافؤ∋X   e  حيث(e*0)*0فقط هي 

 :البرهان
فـي  ) 2(نعلم مـن الخاصـة   ] e[  لصف التكافؤ ممثلاً eوليكن، BCI- جبرXليكن  

  : أن) 3-1( التمهيدية
0*(0*(0*e)) = 0*e ومن ثم] e [∈ 0*(0*e) 0 كما أن*(0*e)ًلجـزء  ى الإ  ذرة استنادا

  ).3-2(في التمهيدية ) 1(
  : فعندئذe [∈ a[ن  وكاX ذرة في aكذلك إذا كانت 

0*a = 0*e ⇒  0*(0*a) = 0*(0*e) 
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  :ومن ثم
0*(0*a) =  a  

  : اًإذ
0*(0*e) = a  

 مبرهنة تبين بعض الحالات التي تتحقق فيها الخاصة التوزيعية بالنسبة           يأتينقدم فيما   
   . * للعملية
  : مبرهنة-10 -2

 الآتيـة لقضايا  فإن اهٍ صف تكافؤه منتXعنصراً من  e  و ، BCI- جبرXلنفرض أن 
  :صحيحة

xe ( ∀ x ∈ X) 1 ذرة) 
2) (x*y)e = (xe

*ye)*e ( ∀  x, y ∈ X) 
3) (x'

*y' )*e = ((x'
*e) *( y'

*e))*e (∀ x, y ∈  X) 
  :البرهان

  .y = xeولنبرهن أن  X   y ∈ = 0 ,    y*xeلنفرض أن ): 1( برهان الجزء 
  ومنه بتطبيق التمهيديـة (y*xe)*0 = 0*0 = 0 ينتج  y*xe  :  0 =نظراً لأنفي الواقع 

 (*) . بـ نرمز لهذه المساواة 0 = (0*y)*(xe*0): ومن ثم  xe = 0*y*0: يتضح أن) 1-3(
  :من جهة أخرى لدينا

0*xe = 0*((….(x*e1)e2)*…..)*en)*(0*en-1)) 
  :أكثر من مرة نجد) 3-1(من التمهيدية ) 4(  بالاستفادة من الخاصة 

0*xe = (...((0*x)*(0*e1))*(0*e2))*…..)*(0*en))*(0*(0*en-1)) 
  : إذاً[e] = {e1,e2,….,en} ونظراً لأن
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0*xe = (….(0*x)*(0*e))*(0*e))…)*(0*e))*(0*(0*en-1)) 
            = (….(0*x)*(0*e)n))*(0*(0*en-1)) 

  : نجد) 3-1(في التمهيدية ) 3(لخاصة إلى ا واستناداً
0*xe = ((0*(0*e)n)*(0*(0*en-1)))*x  

  :نستنتج) 3-1(وبالرجوع للتمهيدية ) 9-1(التمهيدية ) 1(الآن من الجزء 
0*(0*e)n = 0*(0*en) 
             = 0*((0*en-1)*e)    
             = (0*(0*en-1))*(0*e)       

 :يأتينستنتج مما ورد أعلاه ما 
0*xe = (((0*(0*en-1))*(0*e))*(0*(0*en-1)))*x 
        = (((0*(0*en-1))*(0*(0*en-1)))*(0*e))*x      
        = (0*(0*e))*x     
        = (0*x)*(0*e)     
        = 0*(x*e)       

  .xe = 0*(x*e)*0أي  
  : الواردة أعلاه نجد (*) وبالعودة إلى العلاقة 

(0 * (x * e)) * (0 * y) = 0 ⇒ 0 * ((x*e)*y) = 0 
  :ومن ثم 0 = (e * (x * y))*0: نستنتج أن ) 3-1( للتمهيدية ووفقاً

0* (x *y) = 0 * e 
   .x * y = ej بحيث ∋j  {n ,… ,2 ,1} وعليه هناكx*y   [e]  ∋اًإذ

xe، أو أن xe ≤ y سنبين الآن أن   
*y = 0 , يلاحظ أن:  

xe * y = (…(x * e1) * e2) * ….) * en) * (0 * en-1)) * y 
         ): 3-1(في التمهيدية ) 3(ومن 

= (… (x * y) * e1) * e2)*…)*en)*(0*en-1)              
= (…(ej * e1)*e2)*….)*ej)*…)*en)*(0*en-1)  
= (…(ej * ej) * e1) * e2)*..)*ej-1) *ej+1…)*en) * (0 * en)                                
= (…(0 * e1) * e2)*…)*ej-1)*ej+1)*…)*en)*(0 * en-1)                                      
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  : وبشكل مماثل للأسلوب المتبع أعلاه نجداً إذ[e] = {e1, e2, …., en}ن لأ ونظراً
xe * y = (0 * en-1)) * (0 * en-1) = 0 ⇒ xe * y = 0 ⇒ xe ≤ y 

  .x ذرة في  xe اً إذxe = y  من ثمو xe ≤ y   كما لدينا فرض y ≤ xe لدينا اًإذ
التمهيديـة  ) 1( حسب اً إذXتان في  ذرye, xeوجدنا في الجزء الأول أن ): 2(برهان 

  . ذرةe(x * y)علاوة على ذلك ,  ذرةe * (xe * ye) ومن ثم ذرة xe * yeيكون ) 1-8(
 حـسب  ومن ثم ينتميان إلى صف تكافؤ واحد e , (x * y)e * (xe * ye)سنبين الآن أن 

  .يكون العنصران متساويين) 9-2(التمهيدية 
 ) :3-1 (ةإلى التمهيدي في الواقع استناداً

0*((xe * ye) * e) = (0 * (xe * ye)) * (0 * e) 
                      = ((0 * xe) * (0 * ye))*(0 * e)    

  : الواردة في الجزء السابق نجدxe = 0 * (x * e) * 0وباستخدام المساواة 
0* ((xe 

* ye) * e) = ((0 * (x * e)) * (0 * (y * e)) * (0 * e) 
                                      = (0 * ((x * e) * (y * e))) * (0 * e)           

  :كون لديناي) 3-1(ومن التمهيدية 
((x * e) * (y * e))  ≤ (x * y)  

                         ((x * e) * (y * e)) * (x * y) = 0    ⇒ 
                       0 * (((x * e) * (y * e)) * (x * y)) = 0 ⇒  

  : وكذلك
0* ((x * e) * (y * e)) = 0 * (x * y)  

  
 :وعليه يلاحظ أخيراً

 0* ((xe * ye) * e) = (0 * (x * y)) * (0 * e) 
                         = 0 * ((x * y) * e)     
                         = 0 * (x * y)e    

 منهمـا ذرة  ونظراً لأن كلاً تكافؤ واحد ينتميان لصف e ,(x * y)e * (xe * ye) ومن ثم
      : نإف

(xe * ye) * e = (x * y)e  
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  :من الواضح أن) 3( لبرهان الجزء وأخيراً
(x*y)e = (x*y)' * e , ye = y' 

*e , xe = x' * e  
  : للجزء الثاني من التمهيدية ووفقاً

((x' * e) * (y' * e)) * e = (x * y)' * e 
  :يأتي إثبات ما ولإتمام المطلوب علينا

(x * y)' * e  = (x'
* y') * e 

 ومن جهـة ثانيـة يلاحـظ وفقـا     y' ≤ y: ومن ثم y' * y = 0من السهل أن نرى أن 
 :أن) 3-1(للتمهيدية 

 x' * y ≤ x' * y' ⇒ (x' * y) * e ≤ (x' * y' )* e 
                                           = (x' * e) * y' 
                                           = xe * y' 

 xeنجد أن) 8-1(في التمهيدية ) 1( ذرة واستناداً إلى الجزء xeولما كان 
* y' ومن  ذرة

  :ثم
(x'

* y) * e = xe * y' ⇒ (x'
* y) * e = (x'

* y' ) * e 
 :نفإ) 3-1(من التمهيدية ) 3( للجزء ولما كان من الواضح وفقاً

(x'
*y)*e = (x*y)'

*e  
  

 : أننستنتج مباشرةً
(x*y)'

*e = (x'
* y') * e 

 :وعليه فإن 
((x'

*e)*(y'
*e))*e = (x'

*y')*e  

  .لدينا الآن نتيجة تبين تحقق الخاصة التوزيعية في حالات خاصة
  : ملاحظة

  : نحصل علىe = 0*0إذا فرضنا في النظرية السابقة 
(x'

*y')*e = (x'
*e)*(y'

*e) 
  :البرهان
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'xe = xبرهنة السابقة أن رأينا في برهان الم
*eهذا العنصر ذرة في اً إذ X   ومـن ثـم 

'x)العنصر    
*e)*(y'

*e)  ًوباسـتخدام   )8-1(من التمهيديـة    ) 1(لخاصة  ى ا لإ  ذرة استنادا
 :الفرض نجد

     (((x'
*e)*(y'

*e))*((x'
*e)*(y'

*e)))*e = 0 
⇒ (((x'

*e)*(y'
*e)*e)*((x'

*e)*( y'
*e)) = 0      

⇒ ((x'
*e)*(y'

*e))*e  ≤ (x'
*e)*(y'

*e)         
'x)  ن العنصرونظراً لأ

*e)*(y'
*e)  اًذرة إذ:  

((x'
*e)*(y'

*e))*e = (x'
*e)*(y'

*e) 
  :في المبرهنة السابقة أن) 3( للجزء ونستنتج أخيراً ووفقاً

(x'
*y' )*e = (x'

*e)*(y'
*e) 

  : مثال -11 -2
  :الآتيفق الجدول  و* ولنعرف العملية الثنائية X= {0, 1, 2, 3, 4}لتكن 

* 0 1 2 3 4 
0 0 0 0 3 3 
1 1 0 0 3 3 
2 2 2 0 3 3 
3 3 3 3 0 0 
4 4 4 3 2 0 

لنطبـق  .  أو يمكن التأكد من ذلك بالحساب المباشر [2]نظرا BCI- جبر(X, *, 0 )إن 
  . e = 2من أجل ) 10-2(المبرهنة 

  : إن العنصر فومن ثم {2 ,1 ,0} هو المجموعة 2من الواضح أن صف تكافؤ 

xe = (((x * 0) * 1) * 2) * (0 * 23-1)  
    = (((x * 1) * 2) * (0 * 22)  
    = ((x * 1) * 2) * 0 
    = (x * 1) * 2 

  :  نجد أنx = 4 بأخذ  مثلاً، x∈Xذرة مهما يكن 
4e = (4 * 1) * 2 
    =  4 * 2 
    =  3 
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  : الآتية  لدينا المساواة x, y ∈Xلنأخذ الآن  
(x*y)e = (xe

*ye)*e ( ∀  x, y ∈ X)  
  :  إلى ما وجدناه أعلاه نرى أنستناداًاأو 

((x * y ) * 1) * 2 =  ((((x * 1) * 2)*(( y * 1) * 2))) *2  
  : x, y ∈Xوليكن 0 = 2 * 0 لدينا ) 10-2(بالنسبة للجزء الأخير من المبرهنة 

x' = x * 1, y'= y * 1 
 :  وبحسب الملاحظة الأخيرةاًإذ

(x'
*y' )*2 = (x'

*2)*(y'
*2) 

   x' = x * 1, y' = y * 1إن هذه العلاقة صحيحة من أجل العناصر من الشكل
  .  في الجدول1 الواقع تحت العنصر ،أي جميع عناصر العمود الثاني
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  ةــج عامــنتائ
  

تبقى صحيحة إذا استبدلنا العنصر [7] الواردة في 0*xn = ((xn*0)*0)*0  المطابقة -1
  .   X من a بأي عنصر 0

تحقق  a بذرة 0 تبقى صحيحة إذا استبدلنا العنصر 0*(0*x)n = (xn*0)*0  المطابقة -2
  .     aوأنه يتعلق بالعنصر   ليس كيفياnً ونلاحظ هنا أن العدد ،  an-2 = a*0الشرط
  : تأخذ أحد الشكلينn = (0*xn)*(0*yn)(x*y)*0  المطابقة -3

(a*(x*y)n)*a = (a*xn)*(a*yn) 
a*(x*y)n = ((a*xn)*(a*yn))*(0*a) 

 وتكون المساواة محققة مهما يكـن       ،X  ذرة في     aحيث يكفي لذلك أن يكون العنصر       
   n.العدد الموجب 

كما أمكن تحقيق الخاصة التوزيعيـة فـي حـالات    , ذرة xe  تم إثبات أن العنصر-4
  .     خاصة
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