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*� '�
��+11/08/2009 
�� ����� �!� 30/03/2010 

-.���� 
������� 	�
��� ��� 	�&�� ��� ����� 	���� /$ )0�!��+��(%��1 -��+ 	
������� �2$ 3��4

/��{ }\ 0,1m ∈C% �5� 6���1 7���
 3�8� 29��1)1(τ ∈H7:
&!)2(2 ( )k mτ =.
"�
(�
��� �� "�<
! +��� �9����� /� �
���� �� =�
!� 	
�>4 	������ ?2@�� 7�+�� �@+���� �� �.�+

	
������ ������.
"�A�B� ��� � ?2@� =�1 0���� �� "�+�!#$ =�1 	����� 7�
>��C� =�1 %�1 ��+�+� 	�
�  "��� �@�4 D$ 7

"�
�	 
�! 7/��
� E� �� ��
�&+�� �
��+�� �#� F�<��� �
�&+�� ��.
����1 	������ ?2@� 6� 
�! 6�+�!#$ 	��<��� ?2> �� ��<��1\ 0,1, 2, 2m  ∈   C7G���+�� /��

 �
>�C��� /� F	<!����.

	
&�+C��� "������:�������	 
	���	 ��������	 ������ 
	�� ��	������	� ���	�
�������	 ���� 
	���	 ��������	 ��������	 ��������	 ���	��	
��������	 �����Eisenstein.

������� �+�
(�
��� I
��+�� ��� :33E05 

)1({ }:Im 0z z= ∈ >H= C : 
)2(2 2( )k kτ =
��. ه� ���س ا������ت ا���

=
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ABSTRACT 
The inversion problem in elliptic functions theory is: 
If { }\ 0,1m ∈C is given number, then there exist )1( τ ∈H , such that )2( ,

2 ( )k mτ =
This problem is very important for many problems and applications in 

mathematics, which elliptic functions occur in their study. 
There are many proofs for this problem in many references, but the proofs 

are very long and depend on many non simple notions in complex analysis, for 
example analytic continuation and Riemann surfaces. 

In this paper we will introduce a simple proof for this problem, when 
1\ 0,1, 2, 2m  ∈   C , without depending on any previous notions. 

 
Key words: Elliptic functions, Jacobi elliptic functions, 

Weierstrass elliptic function, Theta functions, 
Elliptic integrals, Elliptic modular functions, 
Eisenstien series. 
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)1( { }:Im 0z z= ∈ >H= C :  
)2( the modulus of elliptic integrals 2 2( )k kτ =
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	��<��� 
�������	 ��	��	 $%��&�f� �� ������� ��	� �'�!� C����(�	 )���*� �����+�

 ������	doubly periodic.
������	 ��	��	 ,- 
�(.��f/�� �0�	��1 ,� ��� 
� ,�� 	2# ������	 ����+� �'�# 


���	1 2mw nw+.
2#:,m n ∈Z�1 2,w w4(*� ���(- �	�-1 2

1

w
w ∉R.

�-�����	 5-���2
1 2

1
: , ,ww mw nw m n w

 Λ = = + ∈ ∉  
RZ
�� 6�*� ���	 

��	��	 �	��1f����	 ����� period lattice )�����	�1 2,w w.
7�����	 6������	 ��"8� 9�:;	 ���+	��� ,� ���� 5�- 
�*�� <�2�� C

9�:;	 ���+	��� ��=�� �����	 "�(� �0 >20Λ)
���	1()2(.

�����)1(
���� 	2# a���	 ��	��� 7"� 61 ���� A B�*� �"(� ���� f6+	���� "��*� 5��- 

/��=� 62�	 9�:;	1 1 2 2, , ,a a w a w w a w+ + + +9�:;	 6+	��� �-�� ���C 
�'� "�*� ���	 �*���	 D� 4����	 ���Ecell�'� +�����Pa)
���	1(.

�������	 ��	��	 <��� ��	��� �F���f�� )�*	� ���E �  �'���� ��	��
Pa)11(.
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�������	 ��	��� ��F�;	� 7�"�;	 ��- ,1 ,0��.��f���E�	 �  PaG/���� H��- �0.
)211.(

���E�	 
E	� )������	 7�"�;	 ��- �������	 ��	��� 7�	���	 9���� ,1� Pa6����
�F��	)2(.

I� ,������� ,C 1,��� ,1 7�� �������	 ��	��	 6���� �1 ���12)2(.
6���� �'����� ���	 �������	 
	���	�2,����	��	� ,�"��� ,��"� �'� ,��� ,1 ��#
 "(  )���J�� ,�F��E� ,��"(�	 ,�20 ��- ��������	 ������� 
	�� 5��� 
	���	 >20�

( ) , ( ) , ( ) ,....sn z cn z dn z 7"(�	 	20 ��- 7�	��	� $-�:� 7"� �'� ,��� ,1 �1
6�����F��	 �������	 ��	�����	� ��	�� ��	��	 >20 5����( )z℘)2(.

��- D����	 ,�(�	 �  �������	 
	���	 ����� �+�* ��� �����	��K+���	 5��- ,
���;		L	��� 6�(��	 
��*��	 �  L�����0#�5��F��E� 9��  �  ���	��	 �'��(��"�� �'���01

 
�� ���:����	 ,� �����(��	 ������ K��*J	� <�������	� �	�-;	 ������ ����	� � 
)��E;	 ��� ,�����	�%�1 L	��� 
	���	 >20 L��'����������	 �  )2(.

��M������	 ����'�	 �  ��(��"� �'� ,1 ���chemical engineering <������� � �
 I��	quantum mechanics 
M	���	 <�������fluid mechanics....)9(.

	
������ ����+��
�� 	���:
,���2

1 2
1

: , ,ww mw nw m n w
 Λ = = + ∈ ∉  

RZ.��	� $%��� ��	�����	�
�������	( )z℘
����� :

2 2 2
1 1 1( , ) ( ) ( )w

z z z z w w∈ ′Λ
 ℘ Λ =℘ = + − − ∑

2#{ }\ 0′Λ = Λ.
I�- �  >20 /��	� ��	�����	� I%�� ���1862 [9] ��	� �0 �	��;��� ������ �1w

�2w����+ ������	 ������	 ,� � ������	 �����	 ,� �'��"�1Λ)5(.
�'(��� <�2��( ) ( )dz zdz′℘ = ℘�	��;��� ������ ��	� �0 1w�2w�����  

"�(� ��- ������	 ������	 ,� �'��"�1Λ)28.( 

1���E�	 
E	� )������	 7�"�;	 ��- �'�!� �������	 ��	��	 ����� $%��� Pa�F-�:��	 7�"�;	�	��� )�-	�� D�.
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��	��	�( )z℘���:�F��	 �������	 4(*� ���N	 :
2 3

2 3( ) 4 ( ) ( )z z g z g′℘ = ℘ − ℘ −)2810.(
,# 2# 2 460g S=�3 6140g S=.�	��8�������� 5-�����invariants ����	�� 

�������	 ��	�����	�.
�1

m m
w

S w′∈Λ
= ∑����- L���"# ����(�� ��������	 >20�3m ≥)8(���� 5-���

Eisenstein������	 ,� m,��� ����-�m,C  L����  0mS =)10(.
I
��+1:

,�����2
1 2

1
: , ,ww mw nw m n w

 Λ = = + ∈ ∉  
RZ����	�� ��� ������ 

�������	 ��	�����	�( )z℘,���� 3 1 2w w w= − −$���� �:
31 2

1 2 3: , : , :2 2 2
ww we e e     =℘ =℘ =℘          

�	�-;	 ,#1 2 3, ,e e e5��� 5��� �F��E� )10()	������	 4(*��1 2 3 0e e e+ + =

,1 ���32
1 2 1 3 2 3 1 2 3,4 4

gge e e e e e e e e+ + = − =)210(.
�,1 ,0�O��:
*( )( )( )2

1 2 3( ) 4 ( ) ( ) ( ) ...............z z e z e z e′℘ = ℘ − ℘ − ℘ −)2(.
I
��+2:

��	��	 $%���( )λ τ5�- { }: Im 0z z= ∈ >H = C ; ��������	 ��	���� 5-�� ���	
��������	 )	�������:

( )
( )

4
2

3

0( ) : 0
θ τλ τ θ τ

 
=    

Ι
Ι

,1 ,0��.�� :2 3 2

1 2
( ) e ek e eλ τ −= = −2#2k�������	 �������	 ���(� �0 )12(.
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���	 �'� ���	 �������	 �'�!� �������	 �������	 $%����, ( )R z P z dz  ∫2#
,#( )P z���* )���� ���	��	 �1 ������	 �����	 ,� �������	�( ) 0P z =��2� �'� ��� 

�F-�:� �R����� ��	� �z�( )P z)2(.
����	
	:

( )

( )

( )

( )

2 2
4 4

1 4
1 1 4

2 2 1

3 3 4

( ) : ( 1) ;

( ) : 2
( ) : 2
( ) : 2

n n n i z i

n

i z

z z q e q e

z z iq e z

z z z

z z z

π τθ θ τ
πτθ θ τ θ

πθ θ τ θ
πθ θ τ θ

+∞

=−∞
= = − =

 = = − +  
 = = +  
 = = +  

∑Ι

Ι

Ι

Ι

���� 
	���	 �01�*�*� 
	�� �0� ��������	 
	���	 ��	�� �  ����1 ��� �'��
)211(��(��"� �'��L	�� ��'��	�-;	 ����� �  )47(.

	
������ ������ 	
��� �� ����� 	����:
,�� 	2#τ ∈H,��� � L������ L	��- ( )

( ) { }
4
22
4
3

0( ) \ 0,10k θ ττ θ τ= ∈Ι
Ι C
�* ,C� 

���:�F��	 �������	:
( )( )

2
2 2 21 1 ..................(1)dy y k ydz

  = − −  
 

�0( , )y sn z k=) .�������	 ������ ��	�.(
���	 ���:����	 �  ��(��"��	� 
M����	 ,� �����	 �  /�1 A# �'���	�� ��  
E���

 �������	 
	���	 �������� 
* ����# 7�"��(1))����# 61( , )y sn z k=(����*�	 � 
�'�  ,��� ���	kA� )�"�.�,- K�� 61 I���τ)2311(.

����# ,� �� A <�2 
�1 ,���- ���� ��!��τ ∈H�������� ,��� B�*� :
1���� 
	���� �	+�����	 
�1 ,� ��'�J ���* <��0 ���� 	2# /�C τ7��� ( )zjθ τΙ�����* <���0 ����� 	2# 

"������	 ����'�Jq7����� ( ),z qjθ7����� L	������E	�( )zjθ2# 1,2,3,4j =.������-�0z =�����C  
7���( )0l lθ τ θ=Ι
�; 2,3,4l =.
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( )
( )

4
22
4
3

0( ) ..................0 (2)m k θ ττ θ τ= =
Ι
Ι


* # 2#,{ }\ 0,1m ∈C.����	 ��!��� 5-�� ���	.
���� �����1 
�* � �τ�������� 
*� (2) ��	��	 K��� ������ /�C  ( , )sn z k���A�� 


����� ���� 
	���	:
( )
( )

2
1 31 2

2
4 3

( , ) zsn z k k z
θ θ τ
θ θ τ

−
−

−=
Ι
ΙF��� ���:�F��	 �������� L�* /(1))211(.

������ ,�� 	2# /�1 ����# �  ,��� ��!���	 �����{ }\ 0,1m ∈C���� /�C  τ ∈H
,��� B�*�2 ( )m k τ=

	�>�!� (1))����� 	����:(
,���{ }\ 0,1m ∈C5"�.� L	��- G2�M��- ����� /��C  τ ∈HB��*� ,���� 

2 ( )k mτ =.
��'�01 ,� )�- D�	�� �  ��0����	 >20 ����J Q����	 I�[2] �[6] >2�0 ,1 A#

������- �����E �����*� 1������ ������" ������ ��������J	 0 1m< <�,��� 
���1 
] ] [ [{ }\ ,0 1,m ∈ −∞ ∞UCI�� ����J	 ,C  ����-A�� 
��*��	 �  R�E1 I�0�F� 5�-

 ����*��	 ������	 I�'F� 
�� 6�(��	analytic continuation ,����*�	 ��	�� I�� �0���� 
] [,0m ∈ −∞�] [1,m ∈ ∞)�S* 5�- T
�.

D����	 � �[6] ���E&��S	,���� U�"� Riemann surfaces ����# 
�1 ,� 
7��"��	.


�1 ,� ��0����	 >2'� "%��� ����# I��(�� I�(� $���1\ 0,1,2, 2m  ∈   C<��2�
)��F��A�� ������	 ��0����	 ,� D����	 �  �'����# ��	��	[10] A� "���� �'����# ,1 L���-

>�-1 �0��2 ��	��	 I�0�F��	 5�- �����.
	�>�!� (2):
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 ,�� 	2#2a�3aB�*� ,���(- ,���- 3 2
2 3( ) 27( ) 0a a− ≠.G2M��- ���� 1w�2w

,� CB�*�2

1

w
wL��(�(* L	��- �����	�� ,���� B��*�� ��������	 ��	������	� �

�	��8����	2 1 2 2 3 1 2 3( , ) , ( , )g w w a g w w a= =.
	�&J� :���0����	 �����# 4���� ��  /��1 5�# LA�1 ����)2()10(,1 ���� :

( )2 1Im 0w w >.
	�>�!��� "�!#$(1):

,���1\ 0,1, 2, 2m  ∈   C�,���1 2 3, ,b b b��(- L	�	�-1 ��-�����	 5�# ������ �
2 1 2 1, ,3 3 3

m m m− − − −   B�*� i jb b≠,�� ��'� i j≠�, 1,2 ,3i j =.
G2M��- ,C  ( 1,2,3) 0ii b∀ = ≠�1 2 3 0b b b+ + =.
D:��2 1 2 1 3 2 34( )a b b b b b b=− + + �3 1 2 34a b b b=,1 ���3 2

2 3( ) 27( ) 0a a− ≠.
I� ,�� ��0����	 7�* /�C (2) ���� 1w�2w,�� CB��*� 2

1
Im 0w

w
 

>  
 

B�*��2 1 2 2( , )g w w a=�3 1 2 3( , )g w w a=�3 2,g g���	� �	���8�� A ��0 
�������	 ��	�����	�.

2E!��2

1

w
wτ =.G2M��- τ>���� ����# 7��"��	 ����	 �0 <�2 ,�����.

L�*�:�τ ∈H.
����� :2 3

2 3( ) 4 ( ) ( )z z g z g′℘ = ℘ − ℘ −,1 61:

( )
( )

2 3
1 2 1 3 2 3 1 2 3

3 2
1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3

3 2 2 2
3 1 1 3 2 2 3 1 2 1 2 3

2
1 2 1 2 3

( ) 4 ( ) 4( ) ( ) 4
4 ( ) 4( ) ( ) 4( ) ( ) 4
4 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 ( ( ) ( ) ( ) )( ( ) )

z z b b b b b b z b b b
z b b b z b b b b b b z b b b
z b z b z b b z b z b b z b b z b b b
z b z b z b b z b

′℘ = ℘ + + + ℘ −
= ℘ − + + ℘ + + + ℘ −
= ℘ − ℘ − ℘ + ℘ − ℘ + ℘ + ℘ −
= ℘ − ℘ − ℘ + ℘ −
= ( )( )( )1 2 34 ( ) ( ) ( )z b z b z b℘ − ℘ − ℘ − 
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 D������	 ,�� �������)2(( )( )( )2
1 2 3( ) 4 ( ) ( ) ( )z z e z e z e′℘ = ℘ − ℘ − ℘ −

)	���*$�����	 �  1(.
���	 �A�*�	 ����� ,���� <�2�����N	:

1 1 2 2 3 3

1 1 2 3 3 2

1 2 2 1 3 3

1 3 2 1 3 2

1 2 2 3 3 1

1 3 2 2 3 1

(1) , ,
(2) , ,
(3) , ,
(4) , ,
(5) , ,
(6) , ,

e b e b e b
e b e b e b
e b e b e b
e b e b e b
e b e b e b
e b e b e b

= = =
= = =
= = =
= = =
= = =
= = =

7�����	 5�- 2E!� �(����	 ���	 �A�*�	 ,� ���* 
� 
�1 ,��:
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 1 2 1(1) , ,3 3 3
2 2 1 1(2) , ,3 3 3

1 2 2 1(3) , ,3 3 3
1 2 1 2(4) , ,3 3 3

2 1 2 1(5) , ,3 3 3
2 1 1 2(6) , ,3 3 3

m m mb b b
m m mb b b

m m mb b b
m m mb b b
m m mb b b
m m mb b b

− − − −= = =

− − − −= = =

− − − −= = =

− − − −= = =

− − − −= = =

− − − −= = =

 

�(����	 �A�*�	 � ��'���� 7��� ,1 ������ :
2 3 2

1 2

2 1 1
3 3( ) ( ) 2 1
3 3

m m
e ek mm me eτ λ τ

− − −   −   −    = = = =− − −−    −      
 

�,1 ��� <�2�2

1

w
wτ =�������	 4(*� 2 ( )k mτ =7��"��	 �0 �.
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