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ة الرابعةالتمارين عن   محاضر

: ا: أثبت صحة المساو تمرين ن ن التاليتي   تي 

cos(𝑧) =
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
  ,   sin(𝑧) =

𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
 

 الحل: 

 : لدينا من تعريف التابع الأسي العقدي 

𝑒 𝑧 = ∑
𝑧𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= 1 + 𝑧 +
𝑧2

2!
+

𝑧3

3!
+ ⋯ +

𝑧𝑛

𝑛!
+ ⋯      ∀𝑧 ∈ ℂ 

  بما 
 
  𝑧لأجل كل  ℂ تنتميان إلى  𝑖𝑧  ، −𝑖𝑧  أن

 
 : فإن

𝑒𝑖𝑧 = ∑
(𝑖𝑧)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= 1 + 𝑖𝑧 −
𝑧2

2!
− 𝑖

𝑧3

3!
+

𝑧4

4!
+ ⋯ +

(𝑖𝑧)𝑛

𝑛!
+ ⋯ 

𝑒−𝑖𝑧 = ∑
(−𝑖𝑧)𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

= 1 − 𝑖𝑧 −
𝑧2

2!
+ 𝑖

𝑧3

3!
+

𝑧4

4!
+. . +

(−𝑖𝑧)𝑛

𝑛!
+.. 

 لطرف: 
ً
ن طرفا  بجمع المتسلسلتي 

𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧 = 2 − 2
𝑧2

2!
+ 2

𝑧4

4!
+ ⋯ + 2(−1)𝑛

(𝑧)2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ 

ن على   : 2بقسمة الطرفي 

𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
= 1 −

𝑧2

2!
+

𝑧4

4!
+ ⋯ + (−1)𝑛

(𝑧)2𝑛

(2𝑛)!
+ ⋯ = cos(𝑧) 

 : ن ن السابقتي  ن الناتجتي   بطرح المتسلسلتي 

𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧 = 2𝑖𝑧 − 2𝑖
𝑧3

3!
+ 2𝑖

𝑧5

5!
+. . +2𝑖(−1)𝑛

(𝑧)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ 

 : 2𝑖وبالتقسيم على 

𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
= 𝑧 −

𝑧3

3!
+

𝑧5

5!
+ ⋯ + (−1)𝑛

(𝑧)2𝑛+1

(2𝑛 + 1)!
+ ⋯ = sin 𝑧 
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 تمرين: 

sin2أثبت   𝑧 + cos2 𝑧 = 1 . 

  الحل: 
 
ي التمرين السابق أن

 : أثبتنا فن

cos(𝑧) =
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
  ,    sin(𝑧) =

𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
 

 
 
 وبالتالىي فإن

sin2 𝑧 + cos2 𝑧 = (
𝑒𝑖𝑧 − 𝑒−𝑖𝑧

2𝑖
)

2

+ (
𝑒𝑖𝑧 + 𝑒−𝑖𝑧

2
)

2

 

=
𝑒2𝑖𝑧 − 2𝑒𝑖𝑧𝑒−𝑖𝑧 + 𝑒−2𝑖𝑧

−4
+

𝑒2𝑖𝑧 + 2𝑒𝑖𝑧𝑒−𝑖𝑧 + 𝑒−2𝑖𝑧

4
 

=
−𝑒2𝑖𝑧 + 2 − 𝑒−2𝑖𝑧 + 𝑒2𝑖𝑧 + 2 + 𝑒−2𝑖𝑧

4
=

4

4
= 1 

  تمرين: 
 
 أثبت أن

cos(𝑧1 + 𝑧2) = cos(𝑧1) cos(𝑧2) + sin(𝑧1) sin(𝑧2) 

 الحل: 

cos(𝑧1) cos(𝑧2) =
𝑒𝑖𝑧1 + 𝑒−𝑖𝑧1

2
×

𝑒𝑖𝑧2 + 𝑒−𝑖𝑧2

2
 

                       =
𝑒𝑖𝑧1+𝑖𝑧2 + 𝑒𝑖𝑧2−𝑖𝑧1 + 𝑒𝑖𝑧1−𝑖𝑧2+𝑒−𝑖𝑧1−𝑖𝑧2

4
 

cos(𝑧1) cos(𝑧2) =
𝑒𝑖(𝑧1+𝑧2) + 𝑒𝑖(𝑧1−𝑧2) + 𝑒−𝑖(𝑧1−𝑧2)+𝑒−𝑖(𝑧1+𝑧2)

4
… (1) 

 :
 
 بشكلٍ مماثل نجد أن

sin(𝑧1) sin(𝑧2) =
𝑒𝑖𝑧1 − 𝑒−𝑖𝑧1

2𝑖
×

𝑒𝑖𝑧2 − 𝑒−𝑖𝑧2

2𝑖
 

=
𝑒𝑖𝑧1+𝑖𝑧2 − 𝑒𝑖𝑧2−𝑖𝑧1−𝑒𝑖𝑧1−𝑖𝑧2 +𝑒−𝑖𝑧1−𝑖𝑧2

−4
 

sin(𝑧1) sin(𝑧2) =
𝑒𝑖(𝑧1+𝑧2) − 𝑒𝑖(𝑧1−𝑧2) − 𝑒−𝑖(𝑧1−𝑧2)+𝑒−𝑖(𝑧1+𝑧2)

−4
… (2) 

 : (1من ) (2)بطرح 
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cos(𝑧1) cos(𝑧2) − sin(𝑧1) sin(𝑧2) =
2𝑒𝑖(𝑧1+𝑧2) + 2𝑒−𝑖(𝑧1+𝑧2)

4
 

=
𝑒𝑖(𝑧1+𝑧2) + 𝑒−𝑖(𝑧1+𝑧2)

4
= cos(𝑧1 + 𝑧2) 

 نثبت المتطابقة
ً
 : بنفس الأسلوب تماما

sin(𝑧1 ± 𝑧2) = sin(𝑧1) cos(𝑧2) ± cos(𝑧1) sin(𝑧2) 

  تمرين: 
 
 أثبت أن

sin(2𝑧) = 2 sin(𝑧) cos(𝑧) 

 "بالاستفادة من المتطابقة السابقة"  : لحلا

𝑧1سنضع  = 𝑧2 = 𝑧 وبالتالىي بالتعويض نجد 

sin(𝑧 + 𝑧) = sin 𝑧 cos 𝑧 + sin 𝑧 cos 𝑧 

sin(2𝑧) = 2sin 𝑧 cos 𝑧 

 حاول بنفس الأسلوب إثبات المتطابقة

cos(2𝑧) = cos2(𝑧) − sin2(𝑧) = 2 cos2(𝑧) − 1 = 1 − 2 sin2(𝑧) 

 

 ... ...انتهت التمارين

 

 


