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ة ال  ثامنةالمحاضر

𝑓(𝑧)هل يوجد لـــ  : تمرين =
2𝑧

𝑧2+2
𝐺تابع أصلي عل المنطقة   = ℂ\𝐴حيث ، : 

𝐴 = {𝑧 = 𝑖𝑦 ∶ |𝑦| ≥ √2} 

log⁡(𝑧2 لـ  تحليلية : هل يوجد فروعأخرى بعبارة   +  ؟𝐺عل المنطقة  (2

 

 

log(𝑧2إنّ نقاط تفرع التابع  + 𝑧2هي حلول  (2 + 2 = 𝑧: أي هما النقطتان 0 = √2𝑖⁡  و

𝑧 = −√2𝑖.  نلاحظ أنّه في المنطقة𝐺  نقطة أي لا يمكن الانطلاق من𝑧 ليها بدورة والعودة إ

,𝐷1كاملة حول أي من نقطتي التفرع دون قطع أحد نصفي المستقيمين 𝐷2  أي دون الخروج من(

𝑙𝑜𝑔(𝑧2وبالتالي هناك فروع تحليلية لــ  (.𝐺المنطقة  + ، المشتق لكلٍ منها 𝐺على  (2
2𝑧

𝑧2+2
 ،

 .𝐺على  𝑓وجميع هذه الفروع ستكون توابع أصلية للتابع 

ن من : تمرين 𝑓(𝑧)ة تحليلية التابع قطعي ّ = ⁡𝐿𝑜𝑔⁡(𝑧2 + ن مشتق (2 عل تلك 𝑓، ثمّ عي ّ

 . (𝑙𝑜𝑔لـ  هو الفرع الرئيسي التحليلي  𝐿𝑜𝑔)حيث  المنطقة. 

 : الحل

𝑔(𝑧)ليكن  = 𝑧2 + 2⁡ ،𝐺 = ℂ\𝐴  . أن  فإذا أثبتنا𝑔(𝐺) = ℂ\𝑂𝑥−   فإن التابع 

 𝑓(𝑧) = 𝐿𝑜𝑔(⁡𝑔(𝑧))  
 
)كثي  حدود( وبالتالي  ℂتحليلي عل  𝑔لأن  𝐺عل  سيكون تحليليا

 . 𝑔(𝐺)وبالتالي عل   −ℂ\𝑂𝑥تحليلي عل  𝐺 ،  𝐿𝑜𝑔عل 

هنة: حسب ال وذلك  تحليلي 𝑟إذا كان "مير
 
 تحليلي ℎو 𝑋عل  ا

 
  𝑔(𝑋)عل  ا

ّ
ℎفإن ∘ 𝑟  تحليلي

  . "𝑋عل 

 تحليلي 𝑔وبالتالي إذا أخذنا منطقة يكون 
 
  ا

ّ
 للاشتقاق عند  𝑓عليها فإن

ً
𝑧سيكون قابلا ∈ ℂ  إذاا

𝑔(𝑧)كان  ∉ 𝑂𝑥− . ثبتنا التكافؤ التالي تم المطلوبفإذا أ : 

𝑔(𝑧) ∈ ℂ\𝑂𝑥− ⟺ 𝑧 ∈ 𝐺 = ℂ\𝐴 

 : وهذا يكافن  

 :الحل

 لـ اتحليلي افإنّه سيكون فرع 𝐺على  𝑓إذا وجد تابع أصلي لــ 

log⁡(𝑧2 +  .𝐺على  (2

 :من الواضح أن

𝐴 = {𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 ∶ 𝑥 = 0⁡, 𝑦 ≥ √2⁡∨ 𝑦 ≤ −√2} 

𝐴وبالتالي فإنّ  = 𝐷1 ∪ 𝐷2   انظر الشكل جانبا() 
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𝑔(𝑧) ∈ 𝑂𝑥− ⟺ 𝑥2 − 𝑦2 + 2 + 2𝑥𝑦𝑖 ∈ ℝ− 

⁡⁡⁡⁡⁡,⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑥𝑦 = 0… (1)⁡             ⟺⁡𝑥2 − 𝑦2 + 2 ≤ 0. . (2)  

𝑥 إمّا (1)من  = 𝑦)⁡ أو        0 = 0 ∧ 𝑥 ≠ 0). 

𝑦إذا كانت  = 𝑥2تصبح بالشكل  (2) فإنّ  0 + 2 ≤  وهذه المتراجحة مستحيلة الحل. 0

𝑥إذا كانت   = 𝑦و  0 ≠ 𝑦2−تصبح بالشكل  (2)، فإنّ 0 + 2 ≤  والأخيرة تكافئ 0

|𝑦| ≥  :بالنتيجة .2√

𝑔(𝑧) ∈ 𝑂𝑥− ⟺ 𝑧 ∈ 𝐴 = {𝑧 = 𝑖𝑦 ∶ |𝑦| ≥ √2} 

⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⟺ {⁡𝑔(𝑧) ∈ ℂ\𝑂𝑥− ⟺ 𝑧 ∈ 𝐺 = ℂ\𝐴} 

  𝐺تحليلي عل  𝑓وبالتالي 
 
غي    𝑓)لأن  𝐺أي نقطة لا تنتمي إل  ولا يمكن أن يكون تحليليا

 : إنو ،  𝐺هي  𝑓. ومنه فمنطقة تحليلية  𝐴 معرف عند أي نقطة

∀𝑧 ∈ 𝐺 ∶ 𝑓 ′(𝑧) =
𝑔′(𝑧)

𝑔(𝑧)
=

2𝑧

𝑧2 + 2⁡
 

 المطلوب. وبذلك يتم 

ة الثامنة  ... ...انتهت المحاضن

 

 

 

 

 

 

 


