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�� �$���� %� &��" 

���!'��(����� ������ '�$1

)*���� 
��+ �� ,'��-����.
������ ������ ������� /�$ '���� %��� .01� ������2�	� 
������ 

���� 
���� �3�'�� (� #� �42"���� �������� ���5�'�� 64� 
������ �7� ������� �8 ����7
�+��9� �5��!��� �������� &'5���� ��������.&��:���� 
�!����� 
����.�'� %8 ���+; (�'

������ ������� '�'� (� ���"���� ������ 
������ .
���2��� ����� 
	'��� ����! 
�3 
��� �=������ 
�+���� !� �+� (� ��� �5�3 ����� 
	'��� -17 .�4� ���������


���:���� /�$ ��4��� >�3n���3 (� -17 ��'�$ ���?�@� 
	'��� .A�2+ �� %�3�
�! /�$ ���� B������ 
	'����� ��7�7� ��1������ %� ������� /2�$C�.�%�23�

��1��� ��� ���!�� �=������ 
�+���� /�$ ��4��� .�23� 6��� 
2���7 '2�'�� %
��'��� ����� (� ���!��� .#���� ���������&'����� /�$ ��4��� (!�� n���3 
	'��� 

����3.
(; %���� ��'��� ����� 
	'���� 
	'����� A�=� ��!�� ''��� ��1��� ���=3��� ��7�C�

��7�7��� ���!��� 
���7� ���=3��� .��8 �� ��3��*�� 
	����� �(!(8(�!� ��8 ����� .�7� 
������ (�����8�!�������'�=�� D���� �:? �8������� >�" .B�$ >�3 �9��42�� A�+

&���� �� �� &'�'3�� �!����� &��:��  ��!� ���" #��� 
�� �$���� %� �:?�� ��?�*�
�!�������'�=��.

����� �
�� ��������� ������������ ������� ���! ����� ���� . 1
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����'��:
���� "����#�� "�'�3�� 3���� �-��������� "4���5���,�� �,#- ,�� �,- "&��6

�2�-���� ���� ����� � ����#�� ������� 1���7��� �8��9� 5�,��� �,� ��/ :�� 
��;���/270 
.�����'� ��8 %/� ���<�= ��+��7,/ (�� ����#�� "4����� >�8 
������ <�2 &?@�� &?@�� <�2 ����#��� ����2 A��/ +��� ���� 1� ��,��/�� �8� .

�� &&B��� ��/ �-����� ��8 1,����� �����'� ���/ C�� A��/�� ���� D��B� �/���� .
(����� (�/� <�2�=3��� 3����� E�!��� F�/�A�8* 2
��;���/ 88 
.E�����(,����

 � � ���G� >�8 (��"4����� ��#�#� "�/�7 ."@��-�� +�!/��� "'������ (,����� 
"����#��(��8= ��H��� (��� ��/I�5��2�� ����� �J(��� ���#�� ..��8 �,#��&

K�B� (�� >�8 ��!���� 5�,� �2����! ����#�� ����� �8 L��,�I� ��,;$I��5
+����� 
��B���/��8�����"1&�#��� &�#� �- 5��/ "'����� 1�*�� �!�� L��,�I� 

��;$I��.
�= (��!� %�&�� "����#�� 
��� (��� �� ���� "'��� :H� ���@�;� ,� *� �1,� 

/&��������� &����� .���#�#� �/�7 ��8 (!�� ��,@ ��,&G� �,��$�� 
�,�� 
�#������ ������ "����#��.&��,/��� <�2 ������ "/7�� ����� 5�,��$� ��,��2�! 

���9I� ������ .���� 
�*�� (��� �� ��?�� "����#�� ���$� �!����M� 3���� 3�7�B 
����#�� ���� ��2.���� �7���� ��& ��&� ��,& �,- �,��� �7� +�������

%�����5��#�� <�= 
�#� ���2��� 
�-(��� <�2 (�7��� �#2I ( ����� .�>�,8
 "��! "���&������%�/�I� ���� ";��� �����/�� ���� �2 :�/��/ �- ������� (���

 ���$�"����#�� �����..�� 1�� � (7���� �!�� "����,#�� N/,� ������� (��� .
�� �/���
3H� O�M��� ���#� ��������5#�/&� 1� E�,�?�� �,��� �,� (���� �- 
�!�����L�#����[3] .�O��P�Q#R�P
S(� :�/�� ��8 �- ���,#� "�+�,�?�� �����&,�� 
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 #� "��� �!�������@�2 1&�������� ������ �� ���/���� 51,&�� +�, �� O7�! 
� 0-�!� 1&� D��� 1&�� � 1� � �*��;��B� ���� &�5�� +��� (����� .�� ��/&�� 

�!����� +��?��� 0-�!� �&� 1&#� "�� �2�-��.
�9��7��:
"����#�� ��@�2 1&�#� �����&�'� +���25�, -�!��� ��&#��� ��� ���� O7� (�� 

��&#��� �7����� ��&#���+� �*��.O��� �3H� :�/�� ��8 �- 
�#������ 3�>�,8 (��� 
����#�� <�2 L������#����� ������ "����#�� ���*�� ���$��� ����� ���$�.

�����&�'� "����#�� 
��� (!��� �� �9��7�� ��/�5(!�,�� <�2 ��/� �8 ��! )1(5
"������G� ���� �- "��� �����)Z, Y, X. (.C&��� �=&����������#�� >��� �8 5

�/���� �� ������� ������ �� ����&�� C&�5����� �&,B .�,�� �� E��2 (7�
 ���� 
�#���5U*��� "������G� ����� Z5<�2 ���� (�& V� E,� �!�� <W�Q�,BX� ��

�� (!� (�!�� ���2 >����� "�������� .�,������� "������G� ����α�β<,�2 
C&���&������ ����#�� .&�&B :��α��,���� ��*��� Z5��,� �,- Y�,�� 

&�&B��βC&� 1&�#� �2 U*��� C&��� XOY����#�� 1� .��!�� ������ >�8 (��
�#-����� +�����5H!� α�β�H!�� &�&B L�#���C&��� ����I� .

���� �����&�'� ����#�� �@��� 1&#��� ����� )��C&��� �&���� (����� ����� 
����&�'�((!��� <�2��\�:

)(1)(xfy =
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�8 ��!� ���� 56�&��� ���$� �� O���(���2 �?�7����/���� ���I�<C&��� B
, A[1] ��\�!:

1=A
2)(1 dx

dyB +=  (2) 

�= �&� O7� ��� ��� L�#���(�I� R1&�&B ���#��� <�2 α����� :
∞=1R

��&� O7�L�#������ ��� ������R2�2<(�& &�&B β����� :

2

2

2
3

2

2

])(1[

dx
yd

dx
dy

RR
+

== (3) 
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��2 1@� C&��� �7��2>�8 )R2-R1-B-A (-�,����� "����#�� �*��� "��H2 �
[7-2] <�2 (7��:

021 =+∂
∂+∂

∂
αβα BqSNB

0212 =++∂
∂+∂

∂
βαβ BqR

QBSBN

0221 =+−∂
∂+∂

∂
nBqR

NBQQB βα (4) 

02
21 =−∂

∂+∂
∂ BQMHB βα

01
12 =−∂

∂+∂
∂ BQMBH

αβ
0

2

2
21 =−− R

SHH


�#�� :�����\� (!��� <�2 ��@�� 2������� <�2 �8� :
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 (Q1, Q2)5(S1, S2)5)(N1, N:��� D#�� K��� ��/����� K�#�����$���� K�#.
(M1, M2)5(H1, H2):(�;��� A����'� 
�*2.

qαqβqnK�#�� "�/!�� +��M��� <�2 ��������� ����#�� &�&B��α&�,&B��� β
�����C&��� <�2 ���$ &����������#�� .

���� O�� ��\�5"����#�� ���$� �- E��2 O���� �8 ��! :
SSS == 21
HHH == 21

�BX��H�� "�K�#�� ��/ 
�*���"�8������ ).�8 �����([7] (!�����\�:
)( 211 νεε += KN
)( 122 νεε += KN

ων2
1−= KS (5) 

)( 211 νχχ += DM
)( 122 νχχ += DM

τν )1( −= DH
:��:21 ν−= EhK

)1(12 2

3

ν−= EhD

ωεε ,, 21��"�8���� �&���� C&��� ��&B��� ����*��.
χ1, χ2, τ�"�8��� �C&��&������ �/� ���� �2%������ (�;��.

E�(��2 ������� )F��� (��2(
ν�>����� (��2 �/����� )�����/ (��2(
h–����#�� �!��� 5���!� �����3���� �BX� +��?�� .��!�� .,�� �2 ��/��� �,-

������H��/ �&B�� ���?��� :
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yhh λ−= 0 (6) 
:�� :t

hh 10 −=λ
h0�����#�� �� ��2 �!����� )(!���1(.
h1–����#�� ������ �-���� �!��� .

t–����#�� ��2.
N���/ R2-R1-B-A /"��H�� �� ����#2–3"����,#�� >��� "'��� �- [7] 

<�2 (7��:

αε ∂
∂= u

1

R
wv

B +∂
∂= βε 1

2

αβω ∂
∂+∂

∂= vu
B
1 (7) 

2

2

1 αχ ∂
∂−= w

)1(1
2 ββχ ∂

∂
∂
∂−= w

BB

βατ ∂∂
∂−= w

B
21

:��:wvu ,,-. "�/!�� "�8����� ���$���������������&�&B� "�����,�G� β5
α

O�� ��2�7- �\� ������ ����2� *����� \����:
)()( ′−−=∂

−−∂
α , *)()( −−=∂

−−∂
β
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 (����"���;��"��8 +���^� ��?���� >����/ ������ α���"������"->����/ ������ ����
��?���� β.����2,1 QQ������ ����� �� ����B��� �/���� �,2���� "'��,� 
�*����� 45���� �- ���@������� �*��,��� "'��,� �,� �������� ������� 5�,���� 

-<�2 (7�������� ���\� "'��� :H� �� ���!���:
0*'

1 =+++ αBqBqSBN
01 *

2
''*

2 =++++ βBqMRHR
BBSN

0)1(2 2
**

2
'*''

1 =+−++ nBqNR
BMBHBM (8) 

�BX���"�8����� "'��� �2���� )7((!��� ��\� :
'

1 u=ε

R
w

B
v +=

*

2ε
'

*
vB

u +=ω (9) 
''

1 w−=χ
**

2 )1(1 wBB−=χ
'*1 wB−=τ

1@� ��2 �� >�8 "'��� �- "'���.�8 ����� )5(<�2 (7�� :
)(

*
'

1 R
w

B
vuKN νν ++=

)(
*

'
2 R

w
B
vuKN ++= ν

)(2
1 '

*
vB

uKS +−= ν
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 )( 3

**

2

**
''

1 B
wB

B
wwDM νν +−−= (10) 

)( 3

**

2

**
''

2 B
wB

B
wwDM +−−= ν

B
wDH

'*
)1( ν−=

>�8 N���/� �*����� "'��� �- 
�#�� )8((7�� <�2 :
0)](2

1[)]([ *'
*

'
*

' =++−+++ α
ννν BqvB

uKR
w

B
vuKB

0]([1]

)1([)](2
1[)]([

*''
3

**

2

**
'

*'

''
*

*
*

'

=+−+−+

−−++−+++

βν

ννν

BqwB
wB

B
wDRB

w
DR

BvB
uKBR

w
B
vuK

(11) 

0)]([]([]

([1])1([2]([

'
*

*''
3

**

2

**

2

*
**''

3

**

2

**
*'

*'
''

3

**

2

**
''

=+++−−+−−−

+−+−−++−−

nBquR
w

B
vKR

BwB
wB

B
wDB

Bw
B

wB
B
wDBB

wDB
wB

B
wwDB

ννν

ννν

A���_/ "H������� "���#��'� (! - ����������2���� "'��,��� )11((7,�� 
<�2:

α
νννν

ννν

qE
BwR

Bhvhvh
BhuuB

hB
B

huB
h

)1(
2

)1(
2

)1(
]2

)1(
2

)1([2
)1(

2
''

*
*'

''*
2

**
**

−−=+−++

++−−−+−
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β
νν

ννν

qE
BwR

hR
R
hwR

hwR
hwRB

hB
RB

hB
RB
hB

R
hwRB

hB
RB

hwRB
h

vBhvB
hB

B
hvB

huhuh

)1()(12
)(

12)12
)(3

1212
)(()12

3
12

)((12

2
)1()(2

)1(

2

2

**
''

*3
'*'

3
*

4

32*

3

3**

3

*3*
**

3

3*

2

*3
***

2

3

''*
2

**
**'**'

−−=−+−+

−++++−+

−−+−++++

(11’) 

n

2

22

33

3
2

33

6

33

5

3

4

3

5

32

4

3

4

33

5

32

4

3

4

3

3

3

4

3

3

3

3

3

qE
B112wR

Bh12
B

hB
B
h

wBhwB
hB2

B
h2wB

hB15
B

hBB10
B

hB
B

hB7
B

hB2
B
hBwB

h2wB
hB15

B
hB4

B
hB7

B
hwB

hB6
B

h2wB
hvR

h12uR
Bh12

)())()((

))((])(

)()()()([))(

)()(())((

****

'''''*'
**

*
*******

********
'*'***

***

****
***

**
*****'

νννννννννννν

νννν

−−=−+−
+−+−++−

+−++−−

++−++−+−−−

(�������"'����� )11’("'��� :H����@�;�� *� �/����/"�8����� �u (x, z), 
 v (x, z)w (x, z).�=(���� (������ 1/��� ����#���� "�8����� x&#- .

�="�8����� <�2 (�7��� u (x, z), v (x, z) w (x, z)�,2����� (,��� (,��� 
"'����� )(11’.������ ����� (!�/ (��� ��8 �2 :�/� O�� <�2 (!��� �,�\� 

[6]:
∑=

n
n Nzxuzxu cos)(),(

∑=
n

n Nzxvzxv sin)(),( (12) 

∑=
n

n Nzxwzxw sin)(),(

:��:l
nN π=,..,., 531=n

l-����#�� (�& .
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 "'����� ����� ���� ����#�� <�2 �#/&��� )���5���� �*� 5�!���������8 &?@
 (... <�2N���-� ����(������ �/�� x&#- ."@� ��@�;�� >�8 �� �!���� (7- 

"���?����.(����� (�/� <�2 <&� ������ �*��� (!��� <�2��\�:
hg 1γ= (13) 

:��:1γ����/�� ������ �*��� .
h����#�� �!��� 

�*��� (����/ ������ <�= �/!�� ��5��8���= ������ L����� >����/ β�>����/ �������

$����C&��� <�2 ����B�� 5<�2 (7�� :

2

1

)(1 p
x
p
xh

g
+

=
γ

β

2

1

)(1 p
x

hgn
+

=
γ (14) 

����� ��= ����� (!�/ "�/!���� >�8 ������ ��/�� )&,#- %�,���� ���� (��,��
�8����� (!�/ ��!2(����� <�2 (− l, 0).�_- ������� "�/!��� ����� "/��� [1] 
�����:

)cos1(2
0
00

πnlNb
a
a

n

n

−=

=
=
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NznNl
p
x
p
xh

g
n

sin)cos1(2
)(1 02

1
π

γ
β −

+
= ∑ (15) 

NznNl
p
x

hg
n

n sin)cos1(2
)(1 02

1 πγ −
+

= ∑
���&?@ >����� �!������������ �-��� E� C&��� <�2 ���$�� +���� �/!��&������:

)( ytqn −= γ (16) 
��8:γ->����� ������ �*��� 

t->����� ��2 �2�-���� +��#�� ��!�� ��;��'� ������.
y"������= ������ <�2 �&#��� y

����� ��= !���� >�8 �/����� (!�/ ������ ��/�� 
�#��8�����/ (!�/ ���,�� <,�2 
(����� (− l,0)�_- 5/!��� ����� "/��� ��������[1] �����:

)cos1(2
0
00

πnNlb
a
a

n

n

−=

=
=

(17) 

NznNlytq
n

n sin)cos1(2)( πγ −−= ∑
��= &B L���� ��*��� �/!�� ������� "��! "������G� α5_-R�%�� �/!���� >�8 V�W�

����� �- ���� ������ ��/��� G����!� "���?���� (7- .�,/��?�� "'�,��� �- �!�� 
qα=0)����/��9 �- "'����� �I�2���� ������ <�2 α�� �/!�� '� �E��2 (5

(�H��� (�/�(12,15) "'����� �-(11') . "��! ����(���I� "�8��,��� �������� 
��?���� �/�� "��� "'����� "�/!��� ����#����z��!�����,�� 
�,� (7,- 
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 <�2 (7��� "���?���� n���� "'��� 5���� (! ���!� "'��,� :H,� �,� 
����2 ���@�;� �/����/(vnun,wn ,:

0)()()()()()( 654321 =+++++ ∗∗∗∗ xwaxvaxvaxuaxuaxua nnnnnn

2315
*

14
**

13
***

12

11
*

10
**

98
*

7

)()()()(
)()()()()(

axwaxwaxwaxwa
xvaxvaxvaxuaxua

nnnn

nnnnn

=+++

+++++ (18) 

2422
*

21
**

20

***
19

****
18

*
1716

)()()(
)()()()(

axwaxwaxwa
xwaxwaxvaxua

nnn

nnnn

=++

++++

��8:
221 aa ,...,-I�(��� � ������������#���� "�8����.
23a,24a-� ������ �������� ������� "'����� +���.

���� `��;��� �2"'����� >��� (� <�2 1/��� (!������� .����� ��8 .,�� �-
 �/��! <�2 ������ <�2I� <�2 �/�� ����� (!������� .(�7,��� ����� <,�2 

"�#�����K�BI� (��!��� �#��&/ 5��8���� (�/#� ��3��.O�� .��/ <,�2 (7�� 
��9 (��!��� "/���������5(���� O�� ���� ��� �,����� &���,�� ��#��� ,-�"�

+���� .N��;� O�� �������\�:
∑ ++=∗∗

m
n MxuMxuuxu )sincos(2

1)( 210

∑ +−+=∗

m
n cMxuMxuMxuxu 0210 )cossin(1

2
1)(

102120
2 )sincos(1

4
1)( ccxMxuMxuMuxxu

m
n +++−+= ∑

∑ ++=∗∗

m
n MxvMxvvxv )sincos(2

1)( 210

∑ +−+=∗

m
n cMxvMxvMxvxv 2210 )cossin(1

2
1)(
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∑ +++−+=
m

n cxcMxvMxvMvxxv 322120
2 )sincos(1

2
1)( (19) 

∑ ++=∗∗∗∗

m
n MxwMxwwxw )sincos(2

1)( 210

∑ +−+=∗∗∗

m
n cMxwMxwMxwxw 4210 )cossin(1

2
1)(

∑ +++−+=∗∗

m
n cxcMxwMxwMwxxw 542120

2 )sincos(1
4
1)(

∑ +++−−+=∗

m
n cxccxMxwMxwMwxxw 654

2
2130

3
2
1)cossin(1

12
1)(

∑ ++++++=
m

n cxccxcxMxwMxwMwxxw 765
2

4
3

2140
4

2
1

6
1)sincos(1

48
1)(

��8:,..2,1=m

0x
mM π=

0x-"������= �� �-������#.
��2 F�/�I�(��� ����� �������� (�H����������� (�H�,�� >�8 �- (��!��� "/���� 

863 ++ m��8���\�:
mm uuuuu 2121110 ,,...,,,
mm vvvvv 2121110 ,,...,,,

mm wwwww 2121110 ,,...,,,
76543210 ,,,,,,, cccccccc

(�H��� 1@�)19(��� �2���� �- ������ ���@�;��� "'��)18(%,���� �,���
 (�8�����!��\�:

nmwwvvuuwvucccccccc ]),,,,,(,,,,,,,,,,,[ 21212100076543210 (20) 
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 <�2 (7��n����5(�8����� �/����/ "'��� :H� �� ���� +���� (! \��;� �!��� 
)20(.�=(������(�8����� �� ����� (! �-���� �8 ���\�:

mm dddd ,16,11100 ,..,,,..,−����((�8����� ������� �- <��I�.
mm ffff ,16,11100 ,..,,,.., −(���� (�8������������ ������� �-.
mm gggg ,16,11100 ,..,,,..−(���� (�8������������ ������� �-.

��= "'����� �- ��@�� (�8����� ����B� K�� 5_-R�N/ �&� O�� ����� (! 
O����'�5���'� ��8 ����� �;7�� O����= �,� (�8����� ����B� ��! �3��� �,��#��
 ��#�#���(����"'����� .�� .1/��� 1� O����'� ���� �� .�� ���� O�������� .

��= "��! }{ kϕ���� ������ �+����� 5����/ ���- ��,!�)(xf,/�� 3�����,� 3��
�����3��� (! 1� ���� }{ kϕ�� ��:

0)()( =∫ dxxxf
b

a
kϕ (21) 

,...2,1=k
�_-:=0)(xf.

O�� ����� �BX���*��/ ������ }{ kϕ�������� 1/����� ���\� :
KxKx sin,cos,...,1 (22) 

:��:
0x

kK π=,...2,1=k


�#� O�� N��� �/ )19(�-)18(%�@/ :H��� "'����� �� (! ������� 5(!/ 
��}{ kϕ(��!�� <�2 (�����]00 , xx−[.�,2���� <�2 (7�� O�� ��!8�

 ��k63 +����/ ��&B ���/� ����� �/�(���a� ���������������� (�H��.
�2������ "/��� ����� �!����(��� �-�;7� �7��2 ��\�! :
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� �� ������� (�<��I�:
∫
−

=
0

0

,

x

x
kiki dxdD ϕ (23) 

� ��������� ������� (�:
∫
−

=
0

0

,

x

x
kiki dxfF ϕ (24) 

� ��������� ������� (�:
∫
−

=
0

0

,

x

x
kiki dxgG ϕ (25) 

� ��������� ������� �- "/���� ���� (�:
∫
−

=
0

0

23,

x

x
kk dxaq ϕβ (26) 

� ��������� ������� �- "/���� ���� (�:
∫
−

=
0

0

24,

x

x
kkn dxaq ϕ (27) 

�7���� .�� ����� �!���&��/ �������� (��!��� �- �-����� ������ �.(���,��/
 "'�����\��;� �!��� 5�!�� ����2 ���� �� �-�;7� �7k63 +�,��/� �����

��&B.
������ &�����:

%����� ��2 ������ &����� ���� -�"�:�� ����#�� 0xx =�0xx −=..��8
 ������ &����� "'����'� �� �����[5] .  (����� (�/� <�2 �=������ &����� �,� 

�(����7;� ����� <�2 (!�����\�:
M2 = 0, u = 0, v = 0, w = 0. 
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 �2 ��/��� �!��� � �� ������ &����� <�2 
�*��� K�#�� %��?/ +�� �-�� (� >�8 
�-���� .������ >�8 1� 1/��� O�� 5_- �����R�"����,#�� �,��$� �- ������ &����� 

(!��� <�2 ������ >�����\�:
02 =N

0
1

=+ R
HS

01
2 =∂

∂+ z
H

AQ (28) 
02 =M

(�I� ����� &����:
02 =N (29) 

�� "'�����(10):
0)(

*
'

2 =++= R
w

B
vuKN ν
����#���� "�8����� ������� >�8 �- (�/��8��/��/ "'��,��� �� (12)5(7,�� 

(!� <�2 "���?���� (��! (7- <�2n���� ���� (! ���,���2 ���@�;� ����� 
+����)
�#� O��&�#�_/ (����� n:(

0)(1)(1)( * =++− xwRxvBxNuν
>�8 �- (�/� "'����� �� �8��/��/ ����#���� "�8����� �������(19) N// 
�#�� 

"�/���������-:

0]sin1cos1cos1sin1

sincos[48
1

2
1

4

11
2
1

6
11

4141

2120
4

00
2

765
2

4
3

210

=++−

+++++

−+++++−−

∑
MxRMMxwRMMxBMMxvBM

MxM
NMxuM

NwxRxvBuxN
cRxcRcxRcxRcBNcNxc

m

ννν
νν

(30) 
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 ������� >�8 �- (�/�0xx −=-���/��� ������� <�2 (7��<��I� � �� �-�� (�
����#��5� �� (�0xx =5� �#��&/� ����� 2 (7�� �� ������� ���/��� ������� <�

�����#�� ������� �-���� (�.
������ ����� &����:

0
1

=+ R
HS (31) 

��8:∞=1R
��(10) 0)(2

)1( '0 =+−= vB
uKS ν

������ �#��&/�� 1� (7� �� ����� &���(�I�5(�7,���� "���?���� (7- �!�� 
<�2:

0)()(1 * =+ xNvxuB
��� �8��/��/ ������� >�8 �- ����#���� "�8����� (��/�/(19)5N/,/ 
��#�� �/�

��� �������:

0]sincoscos

*1sin1[42
11

22122

10
2

0320

=−−

−+++++ ∑
MxvM

NMxvM
NMxu

BMMxuBMvxNxuBNcNxccB m (32) 

������� >�8 �- (�/�)32(0xx −=-2 (7��� �� ������� ���/��� ������� <� (,�
 ����#�� �-��.� �� ������ �#��&/� (�0xx =�� �/���� ���/��� ������� <�2 (7 

� ������#�� ������� �-���� (�.
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:����� ����� &����:
01

2 =∂
∂+ z
H

AQ (33) 
��8:1=A

����� �!��Q2�� �/���� ������� �� (4) ������� ���(33) �?�7�� <�2 (7�� :
022 =∂

∂+∂
∂

z
H

xB
M

�- (�/�>�8�/ 
�*�� ������� �������� �- �8��/(10) -���:
0)1([2)]([1 *'

*''
3

**

2

**
=−−+−+− B

wDwB
wB

B
wDB νν

�'� (!/ 
�#�<�2 (7�� "�/������ N//� "���#�:

0)()2())(3

)(()3)((

''
*3

'*'
3

*
5

2*3

4

**3

4

**3
**

4

*3

3

*3
***

3

3

=−−−

−+++−+−

wB
hwB

hwB
Bh

B
Bh

B
BhwB

Bh
B
hwB

h

νν
������ �#��&/������ &���� 1� (7� ��(�I�5(�7,���� "���?���� (7- �!�� 

<�2:

0)()2())(3

)(()3)((

2
*3

*2
3

*
5

2*3

4

**3

4

**3
**

4

*3

3

*3
***

3

3

=+−+

−+++−+−

wNB
hwNB

hwB
Bh

B
Bh

B
BhwB

Bh
B
hwB

h

νν
(34) 

�� �8��/��/ ������� >�8 �- ����#���� "�8����� (��/�/(19)5N/,/ 
��#�� �/�
�������5������� >�8 �- (�/� 0xx −=-(7�� �� ����B�� ���/��� ������� <�2 

�(����-�� <��I� ����#�� .� �� ������ �#��&/� (�0xx =2 (7�� �,������ <�
� �� ������� ���/�������#�� ������� �-���� (�.
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�/���� ������ �������:
02 =M (35) 

��(10) ����2 :
0)( ''

3

**

2

**
=−+− wB

wB
B
wD ν

<�2 (7�� "���?���� (7;/:
02

3

**

2

**
=++− wNB

wB
B
w ν

�� �8��/��/ ������� >�8 �- ����#���� "�8����� (��/�/(19) N/,/ 
�,�#�� �/�
�������5������� >�8 �- (�/� 0xx −=-2 (7�� �,� �/���� ���/��� ������� <�

�(�����#�� �-��.� �� ������ �#��&/� (�0xx =2 (7�� �,��/��� ������� <�
� �� �����������#�� ������� �-���� (�.

<�2 ���7� �� ��!� �/� �������� �,����� &����� �� "'��� �-�,@G�/ <,�= 
k63 +(��!��� �� ����� �������._- ����� R��,�!�� ��,�� "'��,��� �,� ���
863 ++ k.�=�- (�8����� ��!�� ���� �,2������ (20) ����,� 863 ++ m5

�������= ���B� km =� "'����� ��2 ��!� O��-����3��(�8����� �� .�(,�/
 �2 ���7� ���� ���/��� "'����� ���� ��� ��� ���/!�� <��I� �� n�/!�� (,��� 5
(��� "�/!�� ��#/ ��� ������ �#��&/� 
�,� (,!� n."�8��,��� �,���� �,!���

����#���� ���\� (19) :
nxwxwxwxvxvxuxu )](),(),(),(),(),(),([ ***** (36) 
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 .��!� �!�������/��&��� "��H�� �����#���� "�8����� (12) "��H��/ \����:
∑=

n
n Nzxuzxu cos)(),(

∑=
n

n Nzxuzxu cos)(),( **

∑−=
n

n NzxNuzxu sin)(),('

∑=
n

n Nzxvzxv sin)(),(

∑=
n

n Nzxvzxv sin)(),( **

∑=
n

n NzxNvzxv cos)(),('

∑=
n

n Nzxwzxw sin)(),(

∑=
n

n Nzxwzxw sin)(),( ****

∑=
n

n Nzxwzxw sin)(),( **

∑=
n

n NzxNwzxw cos)(),( **'

∑−=
n

n NzxwNzxw sin)(),( 2''

"'����� ���(10) ����#�� �- 
�*��� K�#�� ����� �!��:
HMMSNN ,,,,, 2121 (38) 

(���:
�!����� +��?��� 0-�!� �&� 1&#� "�� �2�-�� �� +��� 

(��������� ���� �2�-�����7�G(>����� <�= (�#��� .8����!�� ��1&� ������/ 
1�7�� �#/�� ����� )(!�1(���� �&#�� <�2 ��&� O�� 
,�� +�,#- .�,8� 

+*!��� ���/��� �� <�2+��2�.����!��/ *�����53������� "�'� 3���� �&�,���� �- 
3��-��9�/�& +�#��� 3���������5!XW��,���;��� �,���2 ������� �#&���� ��!� 5��"�� 
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 +�#��� ��9 6�;�5��%,���� ��9 �����������8 %�!�� "�� 5�&�,���� (,�� 
���/���.
A���G O���!��� N;B�� ����� 5%�� ����*� ��&�(�#�� �2�-���� ����'� "��#- (

* �!��� ��2 �� .��8� �+�,�#�� +�#- &�� �- O�&�'� 
*2 �� ��*� O�5�,��I 
(�� ���&�� >���'� �-* ��! .�=&�� 
*�� +���* ���&�� 
*2 +���* %�5�,�/�/� 

��2 +���* �Bb+�#;�� .��M� O�� .�� �!�� <�= >�,��'� �- O�&�'� 
*2 +���*
�@���5IR��;$! >���'� ��8 �- (�� +��#�� +�#- 5�!���,�� +��,�* %�&�� ��� 5

�*��� +���* ������/� .- �����_�8 
���� (�M��� �:�/���� ���� O�! ���@,-I� ,/ ��
(�& +��#�� +�#-#�2���c.�!����.�� (��� ��= +�,�#�� +�,#;� �,��� (� ����� ��! 

���H� +����!I���/ ������#! .
����� K�� ���� �#��&�� ��8 
�B���3�;�b (�7��� +��� +�#;� (� <�2 �2�-�� �� 

0-�!� �&� 1&#� "��.
�=������� (1)  � �� 0-�!��� 1&#�� (�!��� <�2 (��\�:

2
2
1 xpy = (39) 

:��:p0-�!��� 1&#�� "/�� 5��� 6������ �E����I ��,/ �,2�-���� ���� 0.2 �
0.35.

�= ���/���� ������� (���2 <��I�6�&��� (2) � �� ,�� (,� �����&,�'� 6�&�
 �����:

1=A

2

2
2 1)(1 p

x
dx
dyB +=+= (40) 

��8:xpdx
dy 1=
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)A،BO7� +��#������� ���const(
�= �&� O7� L�#������ ��� (�I� C&��� >����/ &�&B"������G� α����� :

∞=1R
�= �&� O7� L�#��� &�&B >����/ C&��� ������ ��� ��� "�����,�G� β����,� 

(3):

pp
x

dx
yd

dx
dy

RR 2
3

2

2

2

2

2
3

2

2 )1(
])(1[

+=
+

== (41) 

��8:pdx
yd 1
2

2
=

)RO7� +��#������� ���const(
"��&��� N��;� O�����\� +��#�� +�#;� :+�#;�� (�&l=6m . �,#�� �,- �!�����

h=0.065m ��� �-���� ��2 �!��h=0.055m5_- ����� R��!���,�� �,�?� λ=0.01 .
��2 � �@��� 1&#��� +�#;�t=1m .  +�#;�� N�2��2 ����,� �,-���� K���� 

1.674m . ������� (��2)F,��� (��2 (E =21.4x109Pa . (,��2� ��,���/ ν
=0.17 .�0-�!��� 1&#�� "/�� p=0.35.

��/����� Y ����� ����� K��H�"'�#�� �- 
�*��� K�#����/�� 1&�#� :IV-III-II-
I5�8���/� <�2 :z = 0,1, 2, 3 m ��! %����� K�� �- 1&#� (! �-1/�� &�#� 
:4-3-2-1 <�2 5��/� x = 0, 0.278, 0.556, 0.8367m 

�= <�2 +�8�$ ��/����� Y ����� (�!�I� 3�4�...13.����� (,7���� �,!�� <,�= 
"�$�H������\�:

•�="'�#��'� u&B�� �������� α)(!���3(:�� 1/���� 1&#��� �- 
���z =3m 
� �#�� ��2 ��/�� �8�=+���� �-���� ��2 ��/���1&#��+��#�� .
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•�="'�#��'� v&B�� �������� β)(!���4(:�� +��#�� �� ��2 
���x =0.
•�=�$���� K�#�� ��N1)(!���6(=
���� �#�� ��2 ��/��� +��#�� ��� ��2 ��/���

*�!��'� �-�� ��2.
•�=D#�� K�� S)(!���8(N;B����� (����� O7��� >����/ 1,&#��� �- 
�

 :�� 1&�#��� (! �- �#�� ��2� +���� �-���� ��2� 1/����x =0.
•�=(�;�� 
�*2 H)(!���11 (  � >����/ N;B�� 1,&#��� �- 
���� (����� O7��

 :�� 1&�#��� (! �- �#�� ��2� 1/���� x =0 .  
�8�/� >�8"�$�H��� �8��9� ����#&�� Y ����� .3�/& -�8 1@� 
� ��A���= (,���� 

G� ������ (��!������5���X�� +��#�� �7��2 "���?� �2��� 5�=(,�2 ��,@�� .�� 
b�B.
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�41*��:
�������� ������ �� 1&#� "�� �����&�� ����#� (� ���&� K���/���� �.K�,�

 3�����2� ���&��� �� ���*�� ���$��� <�2 "����#�� ���$ �,� �,� �� (�,�8= ���
�8���� .�&��� &������ C&��� "��� "����#�� (! <�2 �#��&�� >�8 ��/&� �!��

 �� �� N��;�� 5���� "������= ����� 1/��! 3�@�� �/�� "'��� ������ .��� .�!��
 ��8� 5+��?���� "�!����� "�� �����&�'� "����#�� (� ����G �#��&�� >�8 (�����

 ��M�=�<3������� ��!� 
���7� G� ������ 1� ������ .�#��&�� >�8 
��B��� �!�� ��!
 ���= �- (�� 5��������� "����#�� (��� ���B��� "����#�� ��� ��& �, -�!��� �,�&#

���������.
���#�:��#��&���� J��� ���� �� E�#� ���� 
2��� :��/�� E�*��= +��- (HB �

���- ������.
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