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���������	 
� ��������������� ������� 
��������� ���	��� 

����������� ��� 1 ������ ���������! ���" 2

������ 

� #��� $	 ��������� ���	��� ������� �% ����� ��� ������ &��� '� (��� ��
�	��"&����������)'����� *�+ ',� 
�-��	������� �.+��� *�+� �/0 
.�

������ &��� *�% �1����� 
� '����� �2��� *.�� �.�� ��� *�+�  �3� �4�� )
������ 5��"�.

� ������ ����� $	��� �4� '�'�7�-�.�	 ��3�" �/ ���.���� �.	��8��� 
.� 
��� '����� �2���)�	�� ������ �0� 
��� -� '"*.�% �1����� 
� '��� ���+ *��

������ &��� �������� 9���� *�3��.

1�� �	�� ��
���� ��!����
	�� ��
���� ���" ���	
 ��	� .
2�� �	�� ��
���� ��!����
	�� ��
���� ���" ���	
 ��	� .



��� �# ��"����
�$ %����
%&�'(	)� �*�(+	��� �����	�� %�+,	�� 

36

1.���1� 
#���� -����	 .�	 �/��0"�� 1�!�*��� ����'�� .�	 �# 2�3"� 1��4 5�(�� 6,

�(� �� %���� /
� /
� %� 	 �	 /
����� ������� �# �0�"	�� ��(	7�.839$ ��	:(��
 ��	"�� 8��	�� �	 ��4 �(� �� �9����	 %�+,9	0 /
��9	�� /��0"�� 6,�� %�*�	 ;� 
�*�(+	.

��"� .	�( 83$ <�9�� ��� ��� �(�	�� .	��	�� �# �	'( -=(�	 
�
�	0 %�+,	�� 
>.�+ �?(�	 ���� ��
(�� �	 �+,9	�� @)�
 .0! -*A	�� �# .����	'9( @9�*(

 ;��7� 1�A �# ����� �+,	�� �	 �'�	�� �� ��$ ��"3(�� �	 
0 )."��9	�� �?�	 �
�� ��4 �
B( �(��)� �$�	� ��!� �+,	�� 
�
�	 C�=+��"� ���	�(� ;�� �$�
'	 

;��7� 83$ ��	'(12�3� �D#�6,�� %�*�	 3+E	 ��	'( 1/��0" ��	$� 83$ 
�
�(�
 �# ��	$7� %�*�	 �9*�(+	 �� �9����	 %�+,9	0 /
��	�� 6,�� @)�
 �7 1

�#��	 ��� -A� �+,	�� 
 /��'! @�0�� �$�# �	 F�&�'(	)� � 1G�H� �	 �� �D9# 
I(�� ������ �# .�+ �� ��B�� 3+:	�� J��'�� ��K ��	'(���#������ %�='��	 

�
 .0! -*A	�� �#�+,	�� @) �3$� 1�+,	�� �'��� ��� /���0	 <"���)/���K–
-#��
�
�	 (���4 �
B��$���($�� �+,	�� O�"( ���	 /
�
� ."��	 P�
� .

�/��0 �*�(+	�� �� �����	�� �+,	�� Q�# -,�(( �3�� 3+:	�� ��
 &�'9(	)� 1
�%��� ����� ��"�&�'(	)� %��� �$ F�	�
+(�� &�'(	)� ������ ���(=	�� 

��(=�" C�=+��� �$3�=�()."���1(.
/�� �4&�'(	)� 
���( �	,( �� @� @)�
 �� �+,	�� �9*�(+	�� �� �����	

 �?(�	 ����01��	,� ;�
7� �+,	�� ������1��� O9�"( ��
 �9	 .9	�( ����
 1��A=+�G�H� �	 -=(��
�
�	 �$.2�3� /�� �	,( �� @� &�'(	)�� �	 (:�:

���+ O��? 
���( � �?(�	 �+,	�� @)�
 .@)�
 ��4 ������ Q��( �+S ���	0
�+,	�� �����	�� %�0"�	�� �?(�	 ���(0 ������ ���7 )(�0 @�90�� ���	 8�
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&�'(	)�(1�A*�	�� �# ��
(�� @0�( �(�� ��*��	�� %�0"�	�� �"		 �
! .!� -	
�+,	�� @)�
 .0!.

��	�� ���*��� %�	��
�� ."�(0 T�	��� �
� ���*�9�� %�( %�	��
��� ;����� �' )
�� �	�� ��0����.(

�����! ��"����
�$ %����,.
�/�$�? P�
� -�	� /���� �# @���	 �	��+,	�� ��3B	�� O�"(��.

*�+��)1.(�	��8� ������ -��	� <4��� 
2.��������� ����=�� ����	 
� ������� 

��(�� %)���� �	 ���" �#���K ��	'(���%���� J��' &�'9(	)� ."�9((
 %�+,	�� .	�� ��3B	�� ��"����
���� �$��?�� �	 ���		 .�	 �"3� �9�:%�	��
9�� 

	�� ���*��� ;����� �'�–���*��� %�( %�	��
�� )�� �	�� ��0����(–�9# ��
9(�� 
�+,	�� @)�
 .0! �A*�	��–.90! �A*�	�� �# ������� *U,�� ���( ��?(�� �
� 

�+,	�� @)�
–/
��� ��"����
���� 
!��=�� ..9	� �9# F�0�9� ��B( �$��?�� 83$ 
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 @0�(� 1�+,	�� �# ;����$��	�(���� �	(:�:=+�� �$
�
�	 C� 19	 ��9=(�� V�(�
)� I�,��� ���($���# 1��(	��A	 C�=+��O�"(�� 
, .
3.� -����� �3���� ��� 
��� �1����� �������'�����	 ������� 

Paciga ]1[��=(�� ��0 /���0	 �!W� 2��$ �� ��0 V�(�	 ;�	�� @�90�� �9�(# ��
&�'(	)� )���*� %�	��
 ."�(( 8
�� �3���(���9K� �+,9	�� /.Dicmas ]2[

���:( /���� 
��07 �� ��0 Q(���
 .W+ �	�F����*��� %�	��
�� ."�( �# ..'�(
 ��4 �����0�� �	 

� %��'�(��� I �(��� �	 ���		 ��%��9��� 
�9�0� ���:9( 

���(=	���#� ������ �(�� �+( )�)�� F������ -*�A(�� �	 V�9+� F�9����� OW(9+ .
#P��0��Prosser ]3[� �� ��0 �9	 &�'9(	)� @�0�� -	! �#�� ��=(�� /
���C�

/����z�	 �0"� D������ �# ���A(�� �
� ��4 �
B� 1@0�� �	" 	�
( F�.90! 
�	�! ��U'( �� �	" 1�+,	�� @)�
z�	 .!� ��4 D⋅25.0���A(�� �
� @0�� 

������ .�	� ��� @��Charles, Sweeney ]4[�D#-	A�� ��=(�) �	�! .,#� �� 
/���� C�� �$ :Dz ⋅= 5.017G�/
��� )� �3$ ��=(� �� �9�K �9	�A�� 839$

 �
�'(!�����A( �	� 1/���� �# ;�	�� �	� /
��� @0�(Q9�
 /
�9�� ��4 �
B�# �
�
 .0! �A*�	�� �# ��
(��)�+,	�� @.<�
 �	"�3$����0������
9�� 
9�0 ���:(
 -	A�� ���	 �� �=�+��l� 1��0���"� ��4 �#��	�� /
��� �� �9	D⋅75.0@0�9( 

. ���� ����
��@�0�� &�'(	)� �A0���� �#��	�� �� �����A( �	� 1#�4 �
B ."�( ��
 ;����� �'�	 ���*� %�	��
 .Iverson ]5[I(�(�� Q0��( .W+ �	 ��=(�� 
�� Q��

��-	A :Dz ⋅< 5.0
�
�9	 .,#� ��� 1�+,	�� 
�
�	 �# C�=+�� .'�� �9$ 

��Dz ⋅= 65.0.P��0��� O�B	�� �	� Stepanoff ]6[��0 
A# 
�
�	 .,#� �� 

"� �+,	�� 
�� ��( ) Dz ⋅−= 5.03.0)� /
��� ��� 1�A0��9�� �9	�A�� �� ��=(�
�+,	�� 
�
�	 C=+(.
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 �����90�� �9	 
9�
��� .90! �9	 ����	�(��0 T�'�	�� %����� 
��07 �0����0 �	�
"����� ���� C�0 �(��=(	 ��# ����'�� %�;.P��0��Hicks]7[
�9�0� .,9#� ��

�	
�� ��"( ���(=	�� /���� :( ) DlDbDz ⋅=⋅=⋅−= 75.0,5.1,5.035.0.
T�99(!� �99	".99�	 �����990�� C99�0 :Wonsak ]8[�Prosser ]3[
�99�07� :

DlDbDz ⋅=⋅=⋅= 75.0,5.1,5.0.�'�� �9"��	7� 2����
9���� 
9��	
/���U�� @�� /���� 
��0� ���(+�0:

�/���999K .999� �999	hmQ /2270 3<
�999�07� 3999+B( �999�(X�:
( ) ( ) ( ) DlDbDz ⋅−=⋅−=⋅−= 184.0,3.294.1,73.062.0.

�/���999K .999� �999	hmQ /22700 3<
�999�07� 3999+B( �999�(X�:
( ) ( ) ( ) DlDbDz ⋅−=⋅−=⋅−= 04.188.0,24.289.1,53.045.0.

�99	�Stepniewski ]9[�99+S ��� Q99�#1�99'�� 34 
�99�07� ��
+(99��0�99�(X� :
( ) ( ) ( ) DlDbDz ⋅−=⋅−=⋅−= 9.075.0,8.15.1,5.035.0.��99� �99#

 T�99(!� P99��0�� Wijdieks]10 [ 
�99�07� �
99���$ �99# %99=�
 
99��	 �99	
��(X�( ) DlDbDz =⋅=⋅−= ,2.2,85.05.0.

@�0�� ��(# �	K �	�� �0����0 �	�&�'(	)� h�� �9�� �����90�� �?�	 -	�# 

�
9�0 �9$ ;��9��� �'�	�� ���*��� %�	��
�� ."�( -�	 .� �	 �	�W�� �	�A�� :

( ) Dh ⋅−= 25.1
4.$	��� >�� 

.W+ �	 ����	���0�P����(�����%���&�'(	)� 1���(=	�� .'�(�� �"	�
 I �(��� ��4��(X�:

�%��� 
��0�&�'(	)� .9	� �# F�
 /��0" ��	$� ��� �9����	�� %�+,9	��
�*�(+	��� ��#�
��� .
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��?��� %��� �# OW(+� 
�� �����0�� ��0���9���	7� 
�9�07� %��9��� 
��	�
+(��0 T�'�	�� ���(=	�� �X� �(�� 1)(/

9�	 �� ��� %��'�( 
� �9� 

2�3.
����(=	�� /���� 
��0� ���:( *0�0/�9��� .+�
 %������� ��"����
���� �$��?��

 �+,	�� @)�
 .0! -*A	�� �#��0�� F�A#���(	�� P�J,�� ��K /�# .
#<� ��� O
���F�34 ����
�� 83$ �	 :
1�/��� �����7� 
��07� ���:( ����
 &�'9(	)� ���9��(=	 �9# %�=9'��	�� 

���# ������ ��"����
����1�+,9	�� @)�
 .0! -*A	�� �# ��� � ."�0�.�839$
�$ 
��07�:

�@�0�� ��(# ��=(��&�'(	)� /���� ��,�� �� z.
�@�0�� ���	 �� �=�+�� ��
�� 
�0&�'(	)� l.
�/���� C��b.
��	K �	� @�0�� ��(# &�'(	)� h.
2��9��		 �9���
 
�0 ������ *��� .,#� �	,( �(�� /���� 
��0� ���(+�

%����+�� �	 /��0".
�3$ ���[� O
��� �39�� %		9' �'�+ �'�	 ��� ���0+	 @��( ;��4 �(�� 

P�0��.
5.�������� 9�1� ��3� 

1/���� �# ������ ����� ���A( .� �	�G�9H� �	 �9������ �9	 /�9��� ���9A(
 1��"����
����%	( �����	�� �	 ���		 �K��' 1-	 *0(�( ���$��? �9�"����
���� 

	��"3��/F�A0�� .�	 ������� �# ���"	(� �����	�� 83$ �� �	" �� /���� ���(+� ��	��(��
������ *��� .,#� �	,(.
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5?1.9����� ���� ��3� 
�0��� �������0 ��
(�� ��
 ����	 ��θ��0 /��'�	�� ���� ����9�� ��9�	��� 

���!���� 
)�+,	�� @)�
 ���	 8�(�0(1��:







= −

a

u
V
V1tanθ

@��(�aV�!W��� �	 :
A
QVa =

@����� ��*���� ��*��	�� �0"�	�� �((�� \'+ �	' ��� ��
+'��P9�0�� �3�� 1
��� Q��� ��*��(	�(����.(���
 

� �#��	0 �A�!
�� �# Q��9� �9"	�@uV�9	

�!W���:
60
dnVu
⋅⋅= π.

��
(�� �	 F�	�	( F����+ F�����	 ������ ��"� �	
�� ��"( �� @� 0=θ/
���0� 1
�	�! 
�
�( ��
(�� ��
θ.(�� �?� ��� �	 �� /���� ��
�,=��9�� �9(�� �$ 

'� 9� �	�! �Uθ.
5?2.������ &��� *�% #�1��� 
� �@��� A!�� 9�=��� 9�� ��3� 

� ���A( �# 
	(��� �
 .0! ������ �?(�	�� ���(�)�9�� �+,	�� @<�9�! *�90$
 *U,�� *��	 ��� ����	 ���(	���0 @�0��� ����	� �# @�90�� &�'9(	)� �9# 

�
 .0! �A*�	��)�+,	�� @.
��! �� C�=0 *U,�� %�*�0$ ����	��� %��(	���0�� �# �#�9$ ��9���� ;�9���

8321 ,.......,,, PPPP.� ����	 �� �0��� ���( ��?(�� �
 *�0$ *U,��∆	0 .
9� 
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O����� *U,�� %�*�0$ �����	�A ����	�� �
+(��� 1��� ��*���� �9(X� �9�0�(�� 
Q��:

P
nσ=∆

P��:
�P*�0�� ��*���� �	�A�� �*U,�(� 1����	��� %��(	���0�� �# �!W��� �	 @��:

8

8

1
∑

== i
iP

P
�nσ:�!W��� �	 @���� 1�����	�� O����)�:

( )
8

8

1

2∑
=

−
= i

i

n

PP
σ

9� �U'7� �	�A��∆*U, ���( �#��( �F�	�?(�� ��"J��' <"���� .�9����� �#�
��	���1�� @� F�	�	( F�	?(�	 *U,�� ��"� �	
�� �� ��"�0=∆.

5?3.��������� ������� ��3� 
���"	� ����	��� %��(	���0�� �# *U,�� *�0$ �#��	0 1��"����
���� %����,�� @���

�7������ ��"���� �!�*�� �� ��� *U,�� *��$ 1
�� :��( �(�� 
!��=�� ��� 
@�0�� ��4 /���� �	 8��	�� .�+
&�'(	)� .�� ��:

g
Vkg

VP aa
.2.2

22
⋅+=

P��:
?V:������ ��*���� @�0�� �#&�'(	)�]�0( �(��� smVa /57.1=.

�!W��� �	 %����,�� .	��	 @��� �"	� /�� ."��:
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12. 2 −



 ⋅

=
V
gPk

�� /�����,=����,�� .	��	� .!7� �	�A�� %�3 /���� �$ %�.
5?4.�	���� �	�� �	���� �������� *�+� ��3� 

�	��� �	 ����	 /�(=� /
�	�� �����0 /���0	�� ��B���� �0!��	�� .W+ �	 2�3 �(�� .
��� /�����,=�%�	��
 ���# ."�(( ) �(�� /���� �$ ��� �� �	 .
6.�2�!8�� ��4���� ����	 
� '����� ��������	��8��� 

��'�� �	 �(�� ��"����
���� �$��?�� ����
 �(( �� �0(%��� �# ."�(&�'(	)� 
��,����� 53�	��� ��
+(��0 �$
�A�( /
�� ��(� ]12,11[%�	��
9�� �9���
 �9'�+ 1

���*��� %�(� ���*��� .

�	 <��A	0 ��0+	 53�	� ��� ����
�� V�(� 2�3�.
6?1.��4���� '���% 

	� ��A*�	 I �(� ��� .�'��� �� @� 153�	��� �	 ���0AF�AA�	 ��"� �Q0��(�� �����A
 �"���(��� �"����� ��
���� .'7� -	 .Q0��(�� �����! ��A�( .��(�	�� �	 Q�� )4

F���	 (�� �	 
0) 2�3� 1��A�A�( *��� OW(+) 	�
�# �0"7� ��
�� ��� �(�� V�A�� 
+7� V�A�� .�	$4� ����
	�� /�$�?�� ��� /�*����V�.

�� ��0(��0� /���� �# ������ ���(=	�� �� ���� �$ )�9��!7� �9# ������"
 %���
��� ��# �� �#��"	�� (��1���� *U,�� C��(� �D#�A��/�9���=�� ��� ��� 

�� FW,# ���A��� /�! �$ ���*��� V�!]13[1�G�H� �	 #<� �9�� ��
�� Q� 
���# ����A
�3	��� �#:

dg
VFr a
⋅=
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�;̂��0 ��� %����
 /
�]17,16,15,14[1Q�D#:( ;�U�[������ V�! ��� ���*��� 
��� 
�=�(+	�� �$��?�� �3	� �# �# %���&�'(	)� ���(=	�� �� @� *����� �A��

��(X�53�	��� �# :
510Re ≥⋅

= ν
dVa

d

4103Re ×≥⋅= h
Q

h ν
4103Re ×≥⋅= ν

HVH
H

600
2

>
⋅⋅

= σ
ρ dVWe a

d

6?2.<4����� ��3�"
2�!8�� 
�	 53�	��� 
��0� ���(+� �# ��*�� O�� 1���#� ��
�'(!� %���0(�� 
9	(�� �9���(

 153�	��� ;��0 �=�" �	 
��( ) �(�� 
��07��%�9"3 �(�� Q0��(�� *��� �A�( �9#
 �A0���� %��A=�� .�*! ��"����@�0�&�'(	)� ��	�� �$ ���7� ����9��	� �9# 

�7 1
�0�� 
�
�(���# ;�	�� �	�� /���� 
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