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  الملخص
 التشوهية  للعناصر المكونة من أنابيѧب فولاذيѧة مملѧوءة      –يستعرض هذا البحث دراسة الحالة الإجهادية       

وتبѧѧيّن أن هѧѧذه العناصѧѧر تبѧѧدأ بفقѧѧدان اسѧѧتقرارها عنѧѧدما تصѧѧل . ضѧѧغط اللامرآѧѧزيبѧѧالبيتون تحѧѧت تѧѧأثير ال
  . التشوهات اللدنة قيمها الحدية، والموافقة لحالة توازن العزوم الخارجية مع العزوم الداخلية

ولقد تم تعيين العلاقات الحرجة للأنبوب الفولاذي المملوء بالبيتون في حالة حѧدوث السѧيلان مѧن طرفѧي                
إضѧافة إلѧى ذلѧك تѧمّ اقتѧراح شѧكل جديѧد للعلاقѧة                . ع باستخدام طريقة جداءات لاغرانج غير المعينѧة       المقط

f)(الرياضية   ε=σ             ةѧات المختلفѧر المقاومѧّبان تغيѧذ بالحسѧذي يأخѧة والѧواة البيتونيѧاللاخطية لعمل الن 
  .للبيتون
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  :  المقدمة -1
 تѧѧأثير الحمѧѧولات الخارجيѧѧة مسѧѧألة صѧѧعبة ذات أهميѧѧة آبيѧѧرة آونهѧѧا  يمثѧѧل اسѧѧتقرار المنشѧѧآت الهندسѧѧية تحѧѧت

لأن فقدان استقرار المنشѧأ مѧرتبط بقѧدرة تحمѧل مѧادة       . شغلت اهتمام أغلب الباحثين والدارسين منذ زمن بعيد       
المنشأ على التشوهات الناتجѧة عѧن تطبيѧق الحمѧولات الخارجيѧة، ويسѧمى بفقѧدان اسѧتقرار الحالѧة الإجهاديѧة             

لقѧѧد بينѧѧت أغلѧѧب الدراسѧѧات النظريѧѧة والتجريبيѧѧة فѧѧي هѧѧذا المجѧѧال أن عناصѧѧر      . أو الحالѧѧة التشѧѧوهية للمنشѧѧأ 
المنشѧѧآت الفولاذيѧѧة الخاضѧѧعة للضѧѧغط المرآѧѧزي والضѧѧغط اللامرآѧѧزي تفقѧѧد اسѧѧتقرارها بعѧѧد أن تظهѧѧر فيهѧѧا  

ما تفقد استقرارها في    وبناءً على ذلك فإن قدرة تحمل العناصر الإنشائية الحاملة تعيّن عند          . التشوهات اللدنة   
وفѧي الحالѧة العامѧة يمكѧن أن     ] . 5 و 2 و 1[  اللدنة من عملها آما هѧو مبѧين فѧي المراجѧع             –المرحلة المرنة 

  . ندرس عمل العناصر المعرضة للضغط اللامرآزي آما في حالة العناصر الخاضعة لضغط مرآزي 
رآزي والمكونة من الأنابيѧب الفولاذيѧة   في هذا البحث سندرس قدرة تحمل العناصر المعرضة للضغط اللام         

المملوءة بالبيتون ذي مقاومات مختلفة تحت تأثير الحمولات الحية، المطبقة على نهايتي العمود مѧع تسѧاوي                
تسѧتخدم عناصѧر الأنابيѧب    . اللامرآزية من الجانبين ولهمѧا الاتجѧاه نفسѧه عѧن مرآѧز ثقѧل المقطѧع العرضѧي          

البلدان المتطورة صѧناعياً لأن اسѧتخدامها مѧرتبط بتѧوافر الدراسѧة النظريѧة و          الفولاذية المملوءة بالبيتون في     
إن الأنابيѧب الفولاذيѧة   .التجريبية لطرق التصميم وإمكانية تصنيع المقѧاطع المطلوبѧة مѧن الصѧفائح الفولاذيѧة            

                ѧات المائيѧزي للخزانѧغط المرآѧة للضѧدة معرضѧاق آأعمѧة و المملوءة بالبيتون تستخدم على شكل واسع النط
الأبنية السكنية و الجوائز الشبكية و آذلك في رآائز الجسور و الأوتاد ذات الأقطار الكبيرة آما هو موضѧح      

و يمكѧن اسѧتخدامها أيضѧا آأعمѧدة حاملѧة للرافعѧات فѧي الأبنيѧة الصѧناعية بحيѧث تعمѧل                   . ] 7 [في المرجع   
رآبѧة بحيѧث يوضѧع الأنبѧوب فѧي      على الضغط اللامرآزي و تنفѧذ عندئѧذ هѧذه العناصѧر علѧى شѧكل مقѧاطع م        

منطقة الضغط ، و جزء المقطع الفѧولاذي فѧي منطقѧة الشѧد ، و يصѧنع الجѧزء الفѧولاذي مѧن صѧفائح معدنيѧة                           
  ، و تبدي هذه المقاطع المرآبة اقتصادية آبيرة من حيث مصروف المعدن عنѧد   I   أو       Tعلى شكل مقطع    

  .         عدنية استخدامها في حالة الانحناء آجوائز في المنشآت الم

  :  الفرضيات المستخدمة في البحث -2
) ١( اللدنة يمثل مخطط الحالة الإجهادية المبينة في الشѧكل         –نعدّ أن عمل البيتون والفولاذ في الحالة المرنة         

سѧѧماآة قشѧѧرة .   لѧѧه القيمѧѧة نفسѧѧها فѧѧي حѧѧالتي الشѧѧد والضѧѧغط    σTالفѧѧولاد ) تلѧѧدن(ونفѧѧرض أن حѧѧد سѧѧيلان  . 
إن تأثير الإجهادات القاصѧة فѧي قيمѧة الحمولѧة الحرجѧة             . ذي يمكن إهماله بالمقارنة مع قطره       الأنبوب الفولا 

 يبّين أن قيمѧة  [4]في المرجع . يشكل مقداراً صغيراً يمكن اهماله في حالة العناصر ذات المقاطع المصمتة          
 0.5-0.2 القاصѧة بمقѧدار   الحمولة الحرجة الحقيقية أقل من قيمتها التي نحصل عليها عند أخذ تأثير القѧوى 

% .   
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c- مخطط σ-εعمل البيتون   b – مخطط σ-εعمل الفولاذ   a -      رѧابي لعنصѧالمخطط الحس 
  یعمل على الضغط اللامرآزي 

  :١الشكل 
  

 , 1) اللدنѧة والتѧي توافѧق الشѧكل     - في الحالة المرنةσ-εنستخدم فرضية برنولي لعمل مادة قشرة الأنبوب 
b) .  غيرة             وهذه الفѧات صѧود لامرآزيѧد وجѧة عنѧولات الحرجѧ0,1رضية لها أهمية بالغة على قيم الحم =  
e 2 =، في حين لا تكون فعالة عند قيم  لامرآزية  آبيرة تقريباً [3] آما جاء في المرجع  e.   

 وهѧوأقرب إلѧى   (c , 1) للنѧواة البيتونيѧة علѧى شѧكل مѧنحنٍ آمѧا فѧي الشѧكل         σ-ε يؤخѧذ مخطѧط الإجهѧادات    
. آمѧا أنѧه يهمѧل عمѧل البيتѧون فѧي منطقѧة الشѧد        . ] 8 [الواقع لعمل البيتون و هذا مغاير لما جاء فѧي المرجѧع     

 σ-εويمكن من المخططات التجريبية للضغط المحوري للبيتون والفولاذ في الحالة العامة أن تمثل العلاقѧة             
  آتѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧابع آثيѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧر الحѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدود مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧن الشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧكل، آمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧا ورد فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي المصѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدر      

9 ] [.   

mn
n
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وإذا آѧان للفѧولاذ والبيتѧون عتبѧة سѧيلان           .  من الدرجة الثانية   (1)ويمكن أن تكون العلاقة التقريبية التجريبية       
أو يمكن آتابة العلاقة السابقة من الشكل .  حتى عتبة السيلان σ-ε تمثل مخطط (1)واضحة عندئذ العلاقة 

:   
n.a ε=σ      (2) 

 وعلى سبيل المثال مѧن الشѧكل   [2] آتابة الحالة الخاصة الواردة في المصدر   (1)ذلك يمكن من العلاقةوآ
:  
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).1(.A 1
K εγ−ε=σ    (3) 

 : حيث 

γ1   و K   و A            متحولات يتم تعيينها تجريبياً وذلك باستخدام الطريقة الإحصائية الرياضية لعدد من 
  .[2]لبيتون التجارب المخبرية لعينات مكعبية من ا

أمѧا    . γ1 = 0 وK = 1 و A = E تمثل بمنحنيات تجريبية وهي تحقق قانون هوك من أجل  (3)العلاقة 
وآѧذلك  .   فهѧي تحقѧق شѧروط الجسѧم الصѧلب واللѧدن      K = 0  و γ1 = 0 ، σT = Aفѧي حالѧة الشѧروط     

=0 على قيمة ε = εst بالحصول عند (3)تسمح العلاقة 
ε∂
σ∂

 نبѧين قيمѧة الإجهѧاد فѧي     (1)في الجѧدول  و. 

  :  على النحو الآتي[2] آما وردت في المرجع f′coالنواة البيتونية حسب المقاومة المكعبية 
  

c)    حد الخضوع ( قيم إجهاد السيلان :  ١الجدول 
Tσ في النواة البيتونية     
  بدلالة المقاومة المكعبية للبيتون

f′co kg/cm2 A K γ1 C
Tσ  

250 
350 
450 
550 

2,84 . 104 
2,81 . 104 

1,2925 . 104 
1,7 . 107 

0,680 
0,643 
0,558 
0,516 

126,4 
122,2 
112 

106,3 

373 
430 
480 
565 

  

2إضافة إلى ما ذآر نستخدم المعادلة التفاضلية التقريبية للانحناء        

2

dx
yd1

−≈
ρ

 الانحناء يقتѧرب   وإنَّ محور

مѧѧن شѧѧكل تѧѧابع نصѧѧف جيبѧѧي ، ونتѧѧائج مثѧѧل هѧѧذا الحѧѧل لاتختلѧѧف آثيѧѧراً عѧѧن الحѧѧل الѧѧدقيق آمѧѧا هѧѧو مبѧѧين فѧѧي    
   . [6]المصدر 

 التشѧѧوهية للعناصѧѧر  –إن الفرضѧѧيات السѧѧابقة المعتبѧѧرة فѧѧي أثنѧѧاء الحѧѧل تسѧѧمح بدراسѧѧة الحالѧѧة الإجهاديѧѧة          
رجيѧѧة تѧѧدريجياً مѧѧع الѧѧزمن وآمѧѧا تسѧѧاعد فѧѧي حѧѧل  المعرّضѧѧة لضѧѧغط لامرآѧѧزي عنѧѧدما تѧѧزداد الحمѧѧولات الخا 

نصѧѧف العنصѧѧر، وبشѧѧكل مسѧѧتقل ) اسѧѧتقرار(ويتمثѧѧل هѧѧذا التبسѧѧيط فѧѧي دراسѧѧة تѧѧوازن . المسѧѧألة بشѧѧكل أسѧѧهل
للمقطع المحمّل بشكل أعظمي مع الأخذ بالحسبان فقط توزع الإجهادات في المقطѧع العرضѧي فѧي منتصѧف               

ة احتمѧالات لتѧوزع الإجهѧادات والتشѧوهات وأهمهѧا حالѧة         ويلاحظ في هذا المقطѧع وجѧود عѧد        . طول العنصر 
التلѧدن  ( السيلان في المقطع من جهة واحدة وآذلك وهي الأهم والتي سنتناولها في هذا البحث حالة السيلان                 

  .  من الطرفين وتشوهات السيلان في آلا طرفي المقطع العرضي)

  :من آلا طرفي المقطع العرضي ) التلدن( حالة السيلان -3
مѧن جهتѧي المقطѧع العرضѧي       ) التلدن(نفترض أن مخطط توزع الإجهادات والتشوهات عند حدوث السيلان          

 فѧي آѧلا   εTإن التشѧوهات تصѧل قيمتهѧا    . (2)للأنبوب الفولاذي المملѧوء بѧالبيتون آمѧا هѧو مبѧين فѧي الشѧكل               
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حѧѧين فѧѧي جهѧѧة  علѧѧى a1مѧѧن الجهѧѧة المقعѧѧرة تتѧѧوزع منطقѧѧة السѧѧيلان علѧѧى مسѧѧافة . جهتѧѧي المقطѧѧع العرضѧѧي 
  .Cقيمة الجزء المرن للمقطع العرضي في منطقة الضغط والشد تتعين بالمسافة  . a2التحدب على مسافة 

لحل مسألة اسѧتقرار العنصѧر المѧدروس نضѧع أولاً معادلѧة تѧوازن الحمولѧة الخارجيѧة المѧؤثرة مѧع الحمولѧة                         
ة عѧزم الانعطѧاف الخѧارجي وذلѧك مѧن         الداخلية، وآذلك نكتب معادلة توازن عزم الانعطاف الداخلي مع قيم         

  :شكل مخطط الإجهادات للمقطع العرضي أي 

∫σ=
A

dA.P     (4) 

  .وغير منطبقة على محور العنصر) الطولية(القوة الناظمية  : P   :حيث 
σ :  ،  الإجهاد الناظميdA –المساحة الجزئية للمقطع العرضي للعنصر المدروس .  

  

  
(a)      (b)     (c)  (d) 

مѧѧن جهتѧѧي ) التلѧѧدن( التشѧѧوهية عنѧѧد حѧѧدوث السѧѧيلان  –مخططѧѧات الحالѧѧة الإجهادیѧѧة  : ٢الشѧѧكل 
  المقطع 

a-المقطع العرضي للعنصر المدروس     
b- مخطط التشوهات الطولية     
c- مخطط الإجهادات الناظمية في قشرة الأنبوب       
d-مخطط الإجهادات الناظمية في النواة البيتونية   

  

   في المقطع الوسطي للعنصر (4) في أثناء إيجاد العلاقة σ*دم مفهوم الإجهاد الوسطي نستخ

Pi = *σ  القوة الداخلية الناظمية  . R2    (5) 
  . الإجهاد الوسطي – *σ.     نصف قطر الأنبوب – R  : حيث 

  : آز ثقل المقطع العرضيالعزم الداخلي حول المحور المار من مر
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dAZ.M
A

i ∫σ=    (6) 

  :حيث
 Z = R. cos∝ – المسافة ما بين المساحة الجزئية dA ومرآز ثقل مقطع الأنبوب  .  

 ϕمѧن أجѧل الفѧولاذ بالزوايѧة         : ، يتعѧين    ) التلѧدن (إن التحول مѧن الجѧزء المѧرن للمقطѧع إلѧى منطقѧة السѧيلان                 
ومن أجѧل الإحѧداثيات المتغيѧرة للسѧيلان      . ϕ1نطقة الشد، وللبيتون بالزواية  لم θلمنطقة الضغط وبالزواية 
  βيعين موقѧع المحѧور المحايѧد بالزاويѧة      . o-o1 ، وتحسب بدءاً من المحور  ∝نستخدم الزاوية المرآزية 

   . (2)شكل 

  :  بالعلاقة ∝ لفولاذ الأنبوب بدلالة الإحداثيات المنزلقة dAتعين المساحة الجزئية 
∝= dRt2dAst     (7) 

  . π ≥∝  ≥ 0  سماآة قشرة الأنبوب  – t  : حيث 

  : تكتب من الشكل  ∝ للنواة البيتونية بدلالة الإحداثي المتغير dAعبارة 

dAc = 2R2 sin2 ∝ d∝   (8) 
  : ونصطلح آعلاقة رابطة بين مخططات الإجهاد والتشوه للبيتون والفولاذ آالآتي 

T

C

T

c
T

T

c
T

E
E

n
K;K;n ==ξ

σ
σ

=
ε
ε

=  (9) 

c:   حيث 
Tσ – في النواة البيتونية ) حد الخضوع (  إجهاد السيلان.  

Tσ – في القشرة الفولاذية ) حد الخضوع (  إجهاد السيلان.  

Tε - تشوه سيلان الفولاذ .    Et –عامل مرونة الفولاذ   

  C
Tε- تشوه سيلان البيتون .    Ec-عامل مرونة النواة البيتونية .  

  : العلاقة بين مساحتي المقطعين العرضيين للبيتون والفولاذ تعيّن بنسبة التسليح 

R
t2

A
A

C

st ==µ    (10) 

   .  Ac = π R2   و Ast = 2 πRt    : حيث 
  : بين البيتون والفولاذ بالعلاقة ويعبر عن شرط تساوي التشوهات المشترآة 

ϕ−β
ϕ−β

=
ε
ε

=
coscos
cososcn 1

T

C
T    (11) 
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 مѧن تشѧابه     ∝التشوهات الناتجة في أي ليف من المقطع العرضي للعنصѧر تعطѧى بدلالѧة المحѧاور المنزلقѧة                   
  ) :2(مثلثات مخطط التشوه شكل 

∝∝       من أجل فولاذ الأنبوب ε=σ
ϕ−β
ϕ−∝

ε=ε
∝

.E;
coscos
cososc.T  

بيتونية     من أجل النواة ال CC

1

C .E;
coscos
cososc.

T ∝∝
ε=σ

ϕ−β
∝−β

ε=ε∝  (12) 

  : حيث 
ϕ -         وهѧف التشѧع ليѧدد موقѧي تحѧولاذ، والتѧة للفѧة المرآزيѧالزاوي εT      نѧغوطة مѧة المضѧي المنطقѧف 

  .المقطع
θ- الزاوية المرآزية للفولاذ، والتي تحدد موقع ليف التشوه εT  في المنطقة المشدودة من المقطع.  

ϕ1-     ،وه           الزاوية المرآزية للبيتونѧف التشѧع ليѧدد موقѧوالتي تحC
Tε        نѧغوطة مѧة المضѧي المنطقѧف

  .المقطع
β- الزاوية المرآزية، التي تحدد موقع المحور المحايد .  

  :  بالعلاقة (2) الواقعة في منطقة الضغط تعين من الشكل Cارتفاع المنطقة المرنة 

C = R cos β + R sin (ϕ - 
2
π ) = R ( cosβ - cos ϕ )  (13) 

  : الواقع في منطقة الشد بالعلاقة Cفي حين يعين ارتفاع الجزء المرن 

c = R ( cos θ - cosβ )     (14) 
 علѧѧى المقطѧѧع العرضѧѧي بشѧѧكل مسѧѧتقل لكѧѧل مѧѧن النѧѧواة البيتونيѧѧة وفѧѧولاذ (6) و (4)نجѧѧري تكامѧѧل العلاقتѧѧين 

النهائية مع اعتبار تطѧابق التشѧوهات الحاصѧلة بѧين البيتѧون والفѧولاذ،               الأنبوب، وبعد ذلك نقوم بجمع النتائج       
  .بعد فرض أن آامل المقطع يعمل بشكل آتلة متجانسة واحدة

  : تساوي (4)القوة الناظمية في فولاذ الأنبوب من شرط التوازن 

∝
ϕ−
ϕ−∝

σ−θ−πσ= ∫
ϕ

θ

dRt2
cosβcos
coscos)2(Rt2P TTst   (15) 

 :  إلى الشكل (15)بعد إجراء عملية التكامل والتبسيط تؤول المعادلة 

;
coscos

θcosθsinθ.tR2

coscos
cossin)cos(cosπRt2P

t

tst

ϕ−β
−

σ+

+
ϕ−β

ϕϕ−ϕ−ϕ−β
σ=

  (16) 
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   :(4)وبالمثل نوجد القوة الناظمية في النواة البيتونية من مخطط الإجهادات الناظمية وفق شرط التوازن 

      

∝∝+∝∝









ε

ϕ−
∝−

−







ϕ−
∝−

ε=

∫

∫

ϕ

ϕ

β

dsin.2R.σdins

.R2..
coscosβ
cosβcosγ1

coscosβ
cosβcosAP

22
π

C
T

2

2C
T

1
1

K

1

C
Tc

1

1

 (17) 

  : الشكل الآتي (17)وبعد إجراء التكامل تأخذ العلاقة 

[ ]

)ocssinπ(Rσdsin.

.γ.coscosγ)(1cosβ.)cos(cosβ
)cos(cosβ

)(ε2R
AP

111
2C

T
2

1
K

1K

KC
T

2

c

1

ϕϕ+ϕ−+∝∝

∝+ϕ−−∝−
ϕ−

= ∫
ϕ

β
+  

(18) 

c      :  حيث 
T1 εγ=γ .   

 (16)القوة الناظمية الداخلية في الأنبوب الفولاذي المملوء بالبيتون الكلية تنѧتج مѧن حاصѧل جمѧع العلاقتѧين        
   : (18)و 

Pi = Pst  + Pc 

[ ]

)socsinπ(Rσdsin.

.γ.coscosγ)(1cosβ.)cos(cosβ
)cos(cosβ

2RA

coscosβ
)cos(sin)cos(cosβπRt2

coscosβ
θcosθsinθ.σ2RtP

111
2C

T
2

1
K

1K

2

TTi

1

ϕϕ+ϕ−+∝∝

∝+ϕ−−∝−+
ϕ−

+

+
ϕ−

ϕϕ−ϕϕ−
σ+

ϕ−
−

=

∫
ϕ

β
+

 

(19) 
 المقطع العرضي مѧن أجѧل القشѧرة     يمكن أن نوجد العزم الرئيسي بالنسبة لمرآز ثقل       (6)وباستخدام العلاقة   
  :الفولاذية للأنبوب 

∫ ∫ ∝∝
ϕ−
ϕ−∝

+∝∝=
ϕθ

0 θ
TTst 2Rtd.cosR

coscosβ
coscos2σd2RtcosRσ2M (20) 

  : إلى الشكل (20)وبعد إجراء التكامل تؤول المعادلة 
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  ١٧

ϕ−
−−ϕϕ−ϕ

σ=
coscosβ

)cosθsinθ(θ)cossin(tRM 2
Tst   (21) 

  : بالنسبة لمرآز ثقل المقطع العرضي (6)نكتب عبارة عزم الانعطاف في النواة البيتونية وفق العلاقة 

( )

∫

∫

ϕ

ϕ

∝∝∝−+∝∝

∝−







ϕ−
∝−

−







ϕ−
∝−

=

π
22C

T
2

β

C
T

1
1

k
C
T

1
C

1

2 dsin2R)cosR(σdsinR2.

.cos.Rε
cosβcos
cosβcosγ1ε

cosβcos
cosβcosAM

 

(22) 
  : إلى الشكل (22)وبعد إجراء التكامل والتبسيط تؤول المعادلة 

∝∝∝+ϕ−−

∝−∝−
ϕ−

+ϕ= ∫
ϕ

+

dsin]γcoscosγ)cosβ[(1.

.)cos(.)cos(cosβ
)cos(cosβ

)(ε2R
AsinRσ

3
2M

2
1

β

K
1K

1

KC3

1
33C

TC

1T

 

        (23) 
 نحصل على قيمة عѧزم الانعطѧاف لكامѧل المقطѧع العرضѧي حѧول المحѧور             (23) و   (21)وبجمع العلاقتين   

  . المار من مرآز ثقله 

;
coscosβ
cosθsinθθtRσ

coscosβ
cossintRσdsin.

].cos.γcoscosβγ)[(1)cos()coscosβ(.

.
)coscosβ(

)(R2AsinR
3
2MMM

2
T

2
T

2

1
K

β

1K

KC
T

3
1

33C
Csti

1

T

ϕ−
−

−
ϕ−
ϕϕ−ϕ

+∝∝

∝+ϕ−−∝−∝−

ϕ−

ε
+ϕσ=+=

∫
ϕ

+

 (24) 

 نحصѧѧل علѧѧى علاقѧѧة القѧѧوة الناظميѧѧة آتѧѧابع متعلѧѧق بمتحѧѧولات الحالѧѧة       (21) و (5)مѧѧن تسѧѧاوي العلاقتѧѧين   
  :الإجهادية للمقطع الوسطي 

ϕ−
=

coscosβ
P

σ
*σ

T
   (25) 
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  : حيث 

∝∝∝+ϕ−

−ϕ−
ϕ−

+

+−+ϕϕ−ϕ−ϕ−=

∫
ϕ

−

dsin]cosγcoscosβ.

.γ)[(1)cos(cosβ
)coscosβ(

1.)(ε
E
A2

)]cosθθ(sinθ)cos(sin)cos(cosβ[πµP

2
1

β

K
K

1

1KC
T

1

  (26) 

  : يساوي ) ١(عزم الانعطاف في منتصف طول العنصر نتيجة الحمولة الخارجية شكل 
M = P (e – f )         (27) 

   .P لامرآزية نقطة تطبيق الحمولة – e  : حيث 
f - 1( السهم في منتصف طول العنصر شكل. (  
  : في منتصف العنصر f نعين السهم (27)من المعادلة 

e
P
Mf −=     (28) 

  :  الشكل الآتي (28)قة  تأخذ العلا(24) من العلاقة M وقيمة (19) من العلاقة Pوبتعويض قيمة 









σ
σ

−
ϕ−βσ

σ
=

*
m

coscos
MR

*
f TT   (29) 

  :حيث 

)cos(cos
R

MM 3
T

i ϕ−β
σ

=    (30) 

       اللامرآزية  النسبية 
R
em= 

  :  بالشكل(24) من العلاقة Mi بعد تعويض عبارة (30)تكتب العلاقة 

( )[ ]

∝∝∝−∝γ+ϕ−β

γ−∝−β
ϕ−β

ε+

+ϕ−βϕ+θθ−θ−ϕϕ−ϕµ=

∫
ϕ

β

−

dsin)cos(]coscoscos.

.)1[(.)coscos(
)cos(cos

1.)(
E
A2

)cos(cos.sinK
3
2)cossin(cossin

2
1M

2
1

K
K

1KC
T

1
3

1

1

 

        (31) 
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  ١٩

معادلѧѧة  السѧѧهم فѧѧي منتصѧѧف العنصѧѧر بدلالѧѧة متحѧѧولات الحالѧѧة الإجهاديѧѧة فѧѧي المقطѧѧع      (29)تمثѧѧل العلاقѧѧة 
   . f = f (β , ϕ   ,  θ    ,  ϕ)الوسطي للعنصر أي   

علاقة انحناء الخط المرن من أجل المقطع الواقع في         . بعد ذلك ندرس الخواص الهندسية للمسألة المدروسة        
  : منتصف العنصر تكتب من الشكل 

R2
1 21 ε+ε
=

ρ
=ζ     (32) 

 . ارتفاع المقطع العرضي – R = H 2.     نصف قطر الانحناء - ρ  : حيث 

 ε1  و ε1 – التشوهات النسبية الطرفية للمقطع العرضي عند منتصف طول العنصر  .  
  :  يمكن أن نوجد (2)من تشابه مثلثات مخطط التشوه شكل 

C.ECR2
TT21 σ

=
ε

=
ε+ε

=ζ   (33) 

 ارتفاع منطقة المرونة في   فولاذ الأنبوب وتعطى قيمتها بدلالة متحولات الحالة الإجهاديѧة                – C  :    حيث
   ) .14( و ) 13 ( للمقطع الوسطي وفق العلاقتين 

  :نفرض معادلة الخط المنحني المرن للعنصر من الشكل 

L
xcosfy π

=     (34) 

  .على محور العنصر إحداثيات نقطة ما واقعة - x , y  : حيث 
L –طول العنصر .    f- السهم الأعظمي في منتصف طول العنصر .  

  :إن انحناء العنصر يمكن أن يعطى بالمعادلة التفاضلية التقريبية 

2

2

dx
yd1

−=
ρ

=ζ     (35) 

  :  ، فنحصل x = 0 ، عندما (35) وبالتعويض في العلاقة (34)نشتق العلاقة 

f
Ldx

yd
2

2

2

2 π
=−=ζ    (36) 

  :  نحصل (13) و (29) من العلاقتين C و f وبعد تعويض قيم (36) و (33)ومن مساواة العلاقتين 









ϕ

σ
σ

+β
σ
σ

−
σ
π

=





 cosm*cosm*M

*
E

R
L

TT

22
  (37) 

  : أو تكتب هذه العلاقة بشكل آخر 
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  ٢٠

),,,(.
*
E

R
L

1
22

θβϕϕφ
σ
π

=





    (38) 

  : حيث

[ ] ]cosm*cosm*),,,(M
TT

1 ϕ
σ
σ

+β
σ
σ

−θβϕϕ=φ   (39) 

نصر المدروس مѧع متحѧولات الحالѧة الإجهاديѧة لمقطѧع منتصѧف العنصѧر                 تربط بين طول الع    (37)العلاقة  
إن المسѧألة الموضѧوعة فѧي هѧذا البحѧث هѧي الكشѧف عѧن           . وهي تعيّن شرط توازن الشكل المنحنѧي للعنصѧر        

حيѧث يبѧدأ العنصѧر بفقѧدان اسѧتقراره          . العلاقة التي تربط المتحولات مع بعضها في الحالة الحرجѧة للعنصѧر           
 تزداد التشوهات اللدنة وتصل قيمهѧا الحديѧة، عنѧد تطبيѧق شѧرط تѧوازن العѧزوم الخارجيѧة                     ، عندما ) توازنه(

 المعѧين  Lإن البحѧث عѧن الحالѧة الحرجѧة للعنصѧر يمثѧل البحѧث عѧن الطѧول الأعظمѧي                  . مع العزوم الداخلية  
 وبعѧد   L  الداخل في عبѧارة    (39) الحدية وفق العلاقة     φ ، والذي يتمثل بدراسة شروط التابع        (38)بالعلاقة  

ويѧѧتم البحѧѧث عѧѧن الحالѧѧة الحرجѧѧة  . أن نفتѧѧرض أن القѧѧوة الناظميѧѧة ولا مرآزيѧѧة هѧѧذه القѧѧوة هѧѧي مقѧѧادير ثابتѧѧة  
باسѧتخدام طريقѧѧة لاغѧرانج الجѧѧداءات غيѧر المعينѧѧة، التѧѧي تسѧتعمل فѧѧي وقتنѧا الحاضѧѧر آطريقѧة مريحѧѧة لحѧѧل       

تخدام هذه الطريقة لدراسة اسѧتقرار  المسألة عند الشروط الحدية المطلوبة لتحديد نقطة ثابتة حيث ينصح باس        
العناصر عند وجود عدد من المتحولات وعلى سبيل المثال عند دراسة استقرار العناصر الخاضѧعة لضѧغط            

وآشѧѧروط إضѧѧافية لѧѧربط   . لامرآѧѧزي وخاضѧѧعة لقѧѧوى موزعѧѧة وآѧѧذلك خاضѧѧعة لإجهѧѧادات بدائيѧѧة مسѧѧبقة       
  : المتحولات مع بعضها نستخدم التوابع التالية 

0)cos(cosncoscos 11 =ϕ−β−ϕ−β=φ  (40) 

0*
cos(cos

p

T
2 =

σ
σ

−
ϕ−β

=φ    (41) 

0coscoscos23 =θ−ϕ−β=φ    (42) 

، فѧѧي حѧѧين (11) نحصѧѧل عليهѧѧا مѧѧن شѧѧرط تسѧѧاوي التشѧѧوهات بѧѧين البيتѧѧون والفѧѧولاذ العلاقѧѧة (40)المعادلѧѧة 
للمقطѧѧع  مѧѧن علاقѧѧة القѧѧوة الناظميѧѧة آتѧѧابع متعلѧѧق بمتحѧѧولات الحالѧѧة الإجهاديѧѧة    (41)نحصѧѧل علѧѧى العلاقѧѧة  

 المحѧѧددة فѧѧي C يѧѧتم تشѧѧكيلها مѧѧن تسѧѧاوي ارتفѧѧاع المنطقѧѧة المرنѧѧة (42)، فѧѧي حѧѧين المعادلѧѧة (25)الوسѧѧطي 
   .(14) و (13)العلاقتين 

  : طريقة الحل تتم بتشكيل تابع لاغرانج من الشكل 
F = φ + λ1 φ1 + λ2 φ2 + λ3 φ3 

  : جداءات لاغرانج غير المعينة -    λ1  , λ2 , λ3   : حيث 

0F;0F;0F;0F

1
=

θ∂
∂

=
ϕ∂
∂

=
β∂
∂

=
ϕ∂
∂  (44) 

  : ينتج الآتي (44)من المعادلة 
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  ٢١

0sin)sin(.

.n
)cos(cos

sinPP)cos(cos
sinm*MF

3

1221
T

=ϕλ+ϕ−

λ+
ϕ−β

ϕ−′ϕ−β
λ+ϕ

σ
σ

−′=
ϕ∂
∂ ϕ

ϕ  (45) 

0)sin(2.)sin()n1.(

.
)cos(cos

sinPP)cos(cos
sinm*MF

3

221
T

=β−λ+β−−

λ+
ϕ−β

β+′ϕ−β
λ+β

σ
σ

−′=
β∂
∂ β

β   (46) 

0sin.o.
)cos(cos

P
MF

321 =θλ+λ+
ϕ−β

′
−λ+′=

θ∂
∂ θ

θ    (47) 

00.sin.
)cos(cos

P
MF

3121
1

1
1

=λ+ϕλ+
ϕ−β

′
−λ+′=

ϕ∂
∂ ϕ

ϕ   (48) 

  :وبإدخال المصطلحات الآتية 

θ
′

=
ϕ

′
=

ϕ

′
=

β

′
= θ

θ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
β

β sin
MM;

sin
M

M;
sin
M

M;
sin
P

P
1

1
1

 (49) 

  ،  λ1  , λ2 , λ3 نحصل على قيم الجداءات غير المعينة (48) و (47) و (46)وبحل المعادلات
 (45) ، وبعѧد التعѧويض والتبسѧيط فѧي     (42)  و (41) و (40)ومن أجل ذلѧك نسѧتخدم الشѧروط الإضѧافية           

  : نحصل على المعادلة العامة التي تربط بين المتحولات في الحالة الحرجة 

0
1

)PMPM()n1(
1

)PMPM()n1()PMPM(n)PMPM(2

)PPPP(*
)PMPM()PMPM(

PPPP

MMMM
m

11

1111

1

1T
1

=
−++

+−−+−+−

+++
σ
σ

+−+−
+

+++

+++
−

θϕϕθ

ϕϕϕϕβϕϕβθϕϕθ

θβϕϕ

θββθβϕϕβ

θβϕϕ

θβϕϕ

 

        (50) 
 تمثل معادلة الحالة الحرجة لعنصر الأنبوب الفولاذي المملوء بالبيتون فѧي حالѧة السѧيلان               (50) المعادلة   إن
التشѧوهية فѧي الحالѧة    -من جهتي المقطع الوسطي، وهѧي تѧربط بѧين آѧل متحѧولات الحالѧة الإجهاديѧة              ) التلدن(

  .  الرموز الآتية (50)ولقد استخدمنا في العلاقة . الحرجة 

θµ−=θµ=ϕµ= θθϕ sin.M.P;sinM   (51) 
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  ٢٢

{ ( )

} {

;
1

dsincos].coscoscos)1[()cos(cos

1

.
coscos

1Kdsin.cos].cos)1K(cosKcos

.
)cos(cos

)1(K1[)coscos(

.
E
)(A2sinK

3
2M

2
1

K

1
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 (53) 
 

)cossin(K)(P 1111 ϕϕ+ϕ−π+π−ϕµ−=ϕ    (54) 
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  (56) 
صѧل علѧى    نح(37) وعنѧد تعويضѧها فѧي العلاقѧة     (50)  تحقѧق المعادلѧة   θ  و ϕ 1  و  ϕ  و βالمتحѧولات  

 ، θ = 0 قيمة الصѧفر أي  (50) في المعادلة θإذا عوضنا في آل الحدود الحاوية  . الطول الحرج للعنصر
مѧن  ) التلѧدن (عندئذ بشكل سهل وبسيط نحصل من تلك المعادلة علѧى معادلѧة الحالѧة الحرجѧة لحالѧة السѧيلان                   

  .جهة واحدة في المقطع الوسطي 
  : آالآتي βو  ϕ 1  بدلالة المتحولات θ و ϕعبر عن المتحولات  يمكن أن ي(42) و (40)من المعادلات 





 ϕ+β−=ϕ 1cos

n
1cos)

n
11(cosarc   (57) 
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



 ϕ−β+=θ 1cos

n
1cos)

n
11(cosarc   (58) 

 و (50)وبهذا الشكل، مسألة البحث عѧن علاقѧات الحالѧة الحرجѧة تѧؤول إلѧى حѧل المعѧادلتين غيѧر الخطتѧين              
 هѧذه المعѧادلات الحاصѧلة مѧن أجѧل البحѧث علѧى         ويѧتم حѧل    . (37) مѧن العلاقѧة      L بعد حساب الطѧول      (25)

  . علاقات الحالة الحرجة باستخدام الحاسبات الألكترونية 
وللحصول على العلاقѧات الحرجѧة عنѧدما يخضѧع البيتѧون لمخطѧط برنѧولي المسѧتخدم لفѧولاذ الأنبѧوب شѧكل                 

(1-b)     وليس للمخطط شكل (1-C)           ѧق هѧيم    ، يجب أن نعوض في العلاقات الحرجة المعطاة وفѧث قѧذا البح
  :الثوابت الآتية 

γ = 0         ;       K = 1             ;             C
T

C
TA

ε

σ
=   (59) 

 وعنѧѧدما (3)ولѧѧو أجرينѧѧا مقارنѧѧة حسѧѧابية للحمѧѧولات الحرجѧѧة فѧѧي الحѧѧالتين ، عنѧѧدما يحقѧѧق البيتѧѧون المعادلѧѧة  
 لحصѧلنا علѧى أفضѧل النتѧائج عنѧدما تتسѧاوى       ]  8  [البيتون يخضع لمخطѧط برنѧولي آمѧا ورد فѧي المرجѧع      

 للبيتѧون، فѧي حѧين لاتختلѧف قѧيم الحمѧولات الحرجѧة عѧن           σ-εمسѧاحتا المنحنѧي وشѧبه المنحѧرف لمخطѧط     
  .≈ m 0.13  عند أخذ لامرآزية نسبية %5بعضها بأآبر من 

  : الحدود الخطية على مجال العلاقات الحرجة -4
 بطريقѧة مباشѧرة وذلѧك مѧن أجѧل      σ و mة عنѧد وجѧود قѧيم معطѧاة لѧـ         إن حل علاقات الحالة الحرجة الحاصل     

البحѧѧث عѧѧن أصѧѧلهما أي معرفѧѧة قѧѧيم المتحѧѧولات الداخلѧѧة فѧѧي ترآيبهمѧѧا يتطلѧѧب جهѧѧداً آبيѧѧراً، لѧѧذلك نسѧѧتخدم       
 والتѧѧي (50)وملخصѧѧها مѧѧن العلاقѧѧة العامѧѧة للحالѧѧة الحرجѧѧة . التخطيطيѧѧة لإجѧѧراء الحѧѧل–الطريقѧѧة التحليليѧѧة 
 : آالآتي mع بعضها في الحالة الحرجة، يمكن أن نجد قيمة اللامرآزية النسبية تربط المتحولات م

1
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(60) 
 ، ϕ1 و βولتسهيل عملية إجراء الحسѧابات لابѧدّ مѧن إعطѧاء قѧيم لمتحѧولين اختيѧاريين، وعلѧى سѧبيل المثѧال                 

   . (58) و(57) بدلالتهما وفق العلاقتين ϕ و θوتحسب قيم المتحولين الباقيين 

 L و m أن نجѧد قѧيم   (25 , 37 , 60 ) يمكѧن مѧن العلاقѧات    θ و  ϕ1و  ϕ   وβوبإعطاء قيم للمتحولات 
 درجѧة مئويѧة وحتѧى        °0إن مجѧال تغيѧّر متحѧولات الزوايѧا المرآزيѧة هѧو              .  المطابقة لهѧذه المتحѧولات     *σو  

وحسѧب القѧيم الحاصѧلة    .  اختيѧاري  حيث تعطى خطوة التغير التدريجي للزوايا المرآزيѧة أي مقѧدار           . 180°
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( يمكѧѧѧن أن نرسѧѧѧم المخططѧѧѧات البيانيѧѧѧة للتوابѧѧѧع     *σ و L و mلѧѧѧـ 
R
L(f*

T
=

σ
σ

(  و 
R
L(fm   و =

)
R
L(ff  وهذه المخططات البيانية تمثل مخطѧط  n و   K  و  µ و E و   σT وذلك بعد فرض قيم محددة لـ        =

  .ر الأنبوب المعدني المملوء بالبيتون عندما يخضع للضغط اللامرآزي الحالات الحرجة لعنص
a-  ا    ) التلدن( إن التحول من حالة السيلانѧل عليهѧدة نحصѧمن طرفي المقطع إلى حالة السيلان من جهة واح

  : نجد (42)وبتعويض هذا الشرط في العلاقة  . θ= 0من شرط 
2 cos β - cosϕ - 1 = 0   (61) 

      :  نجد (61)من العلاقة 
  ϕ = arc cos ( 2 cosβ - 1 )  (62) 

وفي هذه الحالة يمثل خط التحول من منطقة السيلان بجهة واحدة عندما تكѧون منطقѧة الشѧد واقعѧة مѧن جهѧة                        
التحدب، أو حالة السيلان بجهة واحدة عندما يكون آامل المقطع في حالة الضغط ، أو حالѧة وجѧود السѧيلان                   

  .رضيمن آلا طرفي المقطع الع
b- عند تعويض قيمة β=0 يمكن أن نكتب (40) ، عندئذ من العلاقة (25 , 37 , 50) في العلاقات  :  

1- cosϕ1 - n (1-cos ϕ ) = 0   (63) 
C- عندما يكون طول العنصر L = 0   دنѧل اللѧر المفصѧزج   .  يتشكل في المقطع العرضي للعنصѧذ تمتѧعندئ

وفي هذه الحالة يتم البحث عن القѧيم الحديѧة آѧالآتي    . ما بعضاًمنطقتا اللدونة لجهتي الشد والضغط مع بعضه      
 :  

),,,(mLimm 1
,,

max
1

βθϕϕ=
β→θϕϕ

   (64) 

),,,(*Lim
*

1
T,,T

max

1
βθϕϕ

σ
σ

=
σ

σ
β→θϕϕ

  (65) 

 )ϕ و ϕ1 و β و θ (  و m )ϕ و ϕ1 و β و θ (إن التوابع 
T

*
σ
σ

 (25) و (50) والمعينة من العلاقѧات  

تمثѧѧѧѧѧѧѧѧѧل حالѧѧѧѧѧѧѧѧѧة عѧѧѧѧѧѧѧѧѧدم تعيѧѧѧѧѧѧѧѧѧين 
0
0

   عنѧѧѧѧѧѧѧѧѧد التعѧѧѧѧѧѧѧѧѧويض فѧѧѧѧѧѧѧѧѧي العلاقѧѧѧѧѧѧѧѧѧات الحرجѧѧѧѧѧѧѧѧѧة بѧѧѧѧѧѧѧѧѧدلاً مѧѧѧѧѧѧѧѧѧن  

 θو  ϕ1 وϕ قيمة β عن الشكل المعين) البحث(  ، إن الكشف
0
0

 لتابع يتكون من عدد من المتحولات يعѧدُّ  

خاصѧاً لحالѧة      تعطي حلاً     [9]إن نظرية ميدر آما وردت في المرجع        . آما هو معلوم، مسألة معقدة وصعبة     
  وθ  هѧو مقѧدار ثابѧت وأن بѧاقي المتحѧولات      βمسألة حلقة دائرية ليست آبيرة وملخصها تعدُّ أن المتحѧول  

ϕ1 وϕةѧѧة الثابتѧѧذه القيمѧѧول لهѧѧعى للوصѧѧيم .  تسѧѧويض قѧѧد تعѧѧعنϕ و θ ينѧѧن العلاقتѧѧإن  (57 , 58) مѧѧف 
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 )ϕوϕ1 و βوθ ( وm)ϕو  ϕ1 وβوθ (العلاقات 
TT

**
σ
σ

=
σ
σ

 تؤول إلى الشكل غير المعين 
0
0

 آمѧا  

 و mوفѧي هѧذه الحالѧة فѧإن التوابѧع      .  ϕ1في حالة تابع مكّون بمتحѧول واحѧد    
T

*
σ
σ

 تحقѧق شѧرط آاشѧي آمѧا     

  جѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاء فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي المصѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدر  

) و mmax ونحصل على القيم الحدية لـ ] 9 [
T

*
σ
σ)max 25 و60(نة في العلاقات  آما هي معي . (  

  :الخلاصــة و النتائج
 التشѧوهية مѧن أجѧل اسѧتقرار     -تكمن أهمية هذا البحث   في وضع طريقѧة  حسѧابية لدراسѧة الحالѧة الإجهاديѧة                

حيѧث  . العناصر الإنشائية المكونة من أنابيب فولاذية مملوءة بالبيتون تعمل تحت تѧأثير الضѧغط اللامرآѧزي             
فقدان استقرارها عندما تصل فيها التشوهات اللدنة قيمهѧا الحديѧة والموافقѧة لحالѧة تѧوازن                 تبدأ هذه العناصر ب   

و آѧѧذلك تѧѧم توضѧѧيح آيفيѧѧة حѧѧل المعادلѧѧة الحرجѧѧة لعنصѧѧر الأنبѧѧوب  .العѧѧزوم الخارجيѧѧة مѧѧع العѧѧزوم الداخليѧѧة 
 المعادلѧة بѧين   مѧن جهتѧي المقطѧع ، حيѧث تѧربط هѧذه      ) التلدن ( الفولاذي المملوء بالبيتون عند وجود السيلان     

و بناء على قيم هѧذه المتحѧولات يѧتم تعيѧين قѧيم        . التشوهية في الحالة الحرجة     -آل متحولات الحالة الإجهادية   
  .الحمولة الحرجة و طول العنصر الحرج و آذلك اللامرآزية الحرجة 

يأخذ بالحسبان تغير اللاخطية لعمل النواة البيتونية والذي σ = f(ε)تمّ اقتراح شكل جديد للعلاقة الرياضية 
حيث تم أخذ مخطط الإجهادات فѧي منطقѧة الضѧغط للنѧواة البيتونيѧة علѧى شѧكل             . المقاومات المختلفة للبيتون    

 عѧدّ مخطѧط الإجهѧاد للجѧزء     ] [ 8منحنٍ، و هو الأقرب  إلى الواقع لعمѧل البيتѧون علѧى حѧين فѧي المرجѧع         
    للفѧѧولاذ و البيتѧѧون مطابقѧѧاً ε - σالمخطѧѧط    المضѧѧغوط فѧѧي النѧѧواة البيتونيѧѧة علѧѧى شѧѧكل شѧѧبه  منحѧѧرف و  

و قѧѧد تبѧѧين أن أثѧѧر هѧѧذا التغيѧѧر يكѧѧون آبيѧѧراً جѧѧداً فѧѧي قيمѧѧة الحمولѧѧة الحرجѧѧة عنѧѧدما تكѧѧون  . لمخطѧѧط برنѧѧولي 
فتكѧون قѧيم الحمولѧة    )  مѧثلا  e 2 =(  أما في حالѧة اللامرآزيѧة الكبيѧرة      . e   = 0,1 اللامرآزية صغيرة 

   .5%  و لا يتجاوز الفرق بينهما  8]   [ئج الحرجة متقاربة مع نتا
وآѧѧذلك تѧѧمّ إيجѧѧاد معѧѧادلات الحالѧѧة الحرجѧѧة لعنصѧѧر الأنبѧѧوب الفѧѧولاذي المملѧѧوء بѧѧالبيتون فѧѧي حالѧѧة حѧѧدوث       

والتѧѧي ينصѧѧح باسѧѧتخدامها  . السѧѧيلان مѧѧن طرفѧѧي المقطѧѧع باسѧѧتخدام طريقѧѧة جѧѧداءات لاغѧѧرانج غيѧѧر المعينѧѧة    
        ѧائية عنѧر الإنشѧتقرار العناصѧن                   لدراسة اسѧدد مѧة بعѧية مرتبطѧا العرضѧي مقاطعهѧة فѧالات إجهاديѧود حѧد وج

  . المتحولات 
 المتعلقة بقيم متحѧولات الزوايѧا المرآزيѧة    *σ و  L و   mتمّ دراسة الحدود الخطية لمجال العلاقات الحرجة        

β   و ϕ   و ϕ1   و θ .          يلانѧدن (وآذلك وضحنا شرط التحول من حالة السѧة          ) التلѧى حالѧع إلѧي المقطѧن طرفѧم
  .  يلان من جهة واحدةالس
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