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  الملخص
وءة      –يستعرض هذا البحث دراسة الحالة الإجهادية        ة ممل  التشوهية  للعناصر المكونة من أنابيب فولاذي

أثير ال البيتون تحت ت زيب دما تصل . ضغط اللامرآ تقرارها عن دان اس دأ بفق ذه العناصر تب يّن أن ه وتب
  . التشوهات اللدنة قيمها الحدية، والموافقة لحالة توازن العزوم الخارجية مع العزوم الداخلية

ولقد تم تعيين العلاقات الحرجة للأنبوب الفولاذي المملوء بالبيتون في حالة حدوث السيلان من طرفي                
ة       المقط ة                . ع باستخدام طريقة جداءات لاغرانج غير المعين د للعلاق راح شكل جدي مّ اقت ك ت ى ذل إضافة إل

f)(الرياضية   ε=σ             ة ر المقاومات المختلف ذي يأخذ بالحسبان تغيّ ة وال واة البيتوني  اللاخطية لعمل الن
  .للبيتون
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  :  المقدمة -1
ية تحت تقرار المنشآت الهندس ل اس ا  يمث رة آونه ة آبي ألة صعبة ذات أهمي ة مس ولات الخارجي أثير الحم  ت

ادة       . شغلت اهتمام أغلب الباحثين والدارسين منذ زمن بعيد        درة تحمل م رتبط بق أ م لأن فقدان استقرار المنش
ة              ة الإجهادي دان استقرار الحال ة، ويسمى بفق ق الحمولات الخارجي المنشأ على التشوهات الناتجة عن تطبي

أ  وهية للمنش ة التش ر      . أو الحال ال أن عناص ذا المج ي ه ة ف ة والتجريبي ات النظري ب الدراس ت أغل د بين لق
ا   ر فيه د أن تظه تقرارها بع د اس زي تفق ة الخاضعة للضغط المرآزي والضغط اللامرآ المنشآت الفولاذي

ما تفقد استقرارها في    وبناءً على ذلك فإن قدرة تحمل العناصر الإنشائية الحاملة تعيّن عند          . التشوهات اللدنة   
ين في المراجع             –المرحلة المرنة  ة يمكن أن     ] . 5 و 2 و 1[  اللدنة من عملها آما هو مب ة العام وفي الحال

  . ندرس عمل العناصر المعرضة للضغط اللامرآزي آما في حالة العناصر الخاضعة لضغط مرآزي 
ة   في هذا البحث سندرس قدرة تحمل العناصر المعرضة للضغط اللام          رآزي والمكونة من الأنابيب الفولاذي

المملوءة بالبيتون ذي مقاومات مختلفة تحت تأثير الحمولات الحية، المطبقة على نهايتي العمود مع تساوي                
ل المقطع العرضي           اه نفسه عن مرآز ثق ا الاتج تستخدم عناصر الأنابيب    . اللامرآزية من الجانبين ولهم

ة و          الفولاذية المملوءة بالبيتون في      وافر الدراسة النظري رتبط بت البلدان المتطورة صناعياً لأن استخدامها م
ة             ة من الصفائح الفولاذي اطع المطلوب ة   .التجريبية لطرق التصميم وإمكانية تصنيع المق إن الأنابيب الفولاذي

ات المائي                 دة معرضة للضغط المرآزي للخزان ة و المملوءة بالبيتون تستخدم على شكل واسع النطاق آأعم
الأبنية السكنية و الجوائز الشبكية و آذلك في رآائز الجسور و الأوتاد ذات الأقطار الكبيرة آما هو موضح      

ة الصناعية بحيث تعمل                   . ] 7 [في المرجع    ة للرافعات في الأبني دة حامل و يمكن استخدامها أيضا آأعم
اطع م         ى شكل مق ذه العناصر عل ذ ه ذ عندئ ة بحيث يوضع الأنبوب في      على الضغط اللامرآزي و تنف رآب

ة                            ولاذي من صفائح معدني ة الشد ، و يصنع الجزء الف ولاذي في منطق منطقة الضغط ، و جزء المقطع الف
د   I   أو       Tعلى شكل مقطع       ، و تبدي هذه المقاطع المرآبة اقتصادية آبيرة من حيث مصروف المعدن عن

  .         عدنية استخدامها في حالة الانحناء آجوائز في المنشآت الم

  :  الفرضيات المستخدمة في البحث -2
) ١( اللدنة يمثل مخطط الحالة الإجهادية المبينة في الشكل         –نعدّ أن عمل البيتون والفولاذ في الحالة المرنة         

يلان  .  د س رض أن ح دن(ونف ولاد ) تل د والضغط    σTالف التي الش ي ح ها ف ة نفس ه القيم رة .   ل ماآة قش س
ة الحرجة             . ذي يمكن إهماله بالمقارنة مع قطره       الأنبوب الفولا  ة الحمول إن تأثير الإجهادات القاصة في قيم

ة  [4]في المرجع . يشكل مقداراً صغيراً يمكن اهماله في حالة العناصر ذات المقاطع المصمتة            يبّين أن قيم
وى  دار   الحمولة الحرجة الحقيقية أقل من قيمتها التي نحصل عليها عند أخذ تأثير الق  0.5-0.2 القاصة بمق

% .   
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c- مخطط σ-εعمل البيتون   b – مخطط σ-εعمل الفولاذ   a -      المخطط الحسابي لعنصر 
  یعمل على الضغط اللامرآزي 

  :١الشكل 
  

ة والتي توافق الشكل     - في الحالة المرنةσ-εنستخدم فرضية برنولي لعمل مادة قشرة الأنبوب   , 1) اللدن
b) .  ات صغيرة             وهذه الف د وجود لامرآزي   = 0,1رضية لها أهمية بالغة على قيم الحمولات الحرجة عن
e 2 =، في حين لا تكون فعالة عند قيم  لامرآزية  آبيرة تقريباً [3] آما جاء في المرجع  e.   

ادات     ا في الشكل         σ-ε يؤخذ مخطط الإجه نحنٍ آم ى شكل م ة عل واة البيتوني ى   (c , 1) للن وأقرب إل  وه
ة الشد        . ] 8 [الواقع لعمل البيتون و هذا مغاير لما جاء في المرجع      ون في منطق ه يهمل عمل البيت ا أن . آم

ة               σ-εويمكن من المخططات التجريبية للضغط المحوري للبيتون والفولاذ في الحالة العامة أن تمثل العلاق
در       ي المص ا ورد ف كل، آم ن الش دود م ر الح ابع آثي   آت

9 ] [.   

mn
n

0m
m .a −

=
ε=σ ∑    (1) 

ة سيلان           .  من الدرجة الثانية   (1)ويمكن أن تكون العلاقة التقريبية التجريبية        ون عتب ولاذ والبيت ان للف وإذا آ
أو يمكن آتابة العلاقة السابقة من الشكل .  حتى عتبة السيلان σ-ε تمثل مخطط (1)واضحة عندئذ العلاقة 

:   
n.a ε=σ      (2) 

 وعلى سبيل المثال من الشكل   [2] آتابة الحالة الخاصة الواردة في المصدر   (1)ذلك يمكن من العلاقةوآ
:  
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).1(.A 1
K εγ−ε=σ    (3) 

 : حيث 

γ1   و K   و A            متحولات يتم تعيينها تجريبياً وذلك باستخدام الطريقة الإحصائية الرياضية لعدد من 
  .[2]لبيتون التجارب المخبرية لعينات مكعبية من ا

ا    . γ1 = 0 وK = 1 و A = E تمثل بمنحنيات تجريبية وهي تحقق قانون هوك من أجل  (3)العلاقة  أم
ة الشروط      دن      K = 0  و γ1 = 0 ، σT = Aفي حال ذلك  .   فهي تحقق شروط الجسم الصلب والل وآ

=0 على قيمة ε = εst بالحصول عند (3)تسمح العلاقة 
ε∂
σ∂

اد في     (1)في الجدول  و.  ة الإجه ين قيم  نب

  :  على النحو الآتي[2] آما وردت في المرجع f′coالنواة البيتونية حسب المقاومة المكعبية 
  

c)    حد الخضوع ( قيم إجهاد السيلان :  ١الجدول 
Tσ في النواة البيتونية     
  بدلالة المقاومة المكعبية للبيتون

f′co kg/cm2 A K γ1 C
Tσ  

250 
350 
450 
550 

2,84 . 104 
2,81 . 104 

1,2925 . 104 
1,7 . 107 

0,680 
0,643 
0,558 
0,516 

126,4 
122,2 
112 

106,3 

373 
430 
480 
565 

  

2إضافة إلى ما ذآر نستخدم المعادلة التفاضلية التقريبية للانحناء        

2

dx
yd1

−≈
ρ

 الانحناء يقترب   وإنَّ محور

ي     ين ف و مب ا ه دقيق آم راً عن الحل ال ف آثي ذا الحل لاتختل ل ه ائج مث ي ، ونت ابع نصف جيب كل ت ن ش م
   . [6]المصدر 

ة           ة الإجهادي ة الحال مح بدراس ل تس اء الح ي أثن رة ف ابقة المعتب يات الس ر  –إن الفرض وهية للعناص  التش
ولات الخا  زداد الحم دما ت زي عن ل  المعرّضة لضغط لامرآ ي ح اعد ف ا تس زمن وآم ع ال دريجياً م ة ت رجي

ألة بشكل أسهل وازن . المس ة ت ي دراس ذا التبسيط ف ل ه تقرار(ويتمث تقل ) اس نصف العنصر، وبشكل مس
للمقطع المحمّل بشكل أعظمي مع الأخذ بالحسبان فقط توزع الإجهادات في المقطع العرضي في منتصف               

ة         ويلاحظ في هذا المقطع وجود عد        . طول العنصر  ا حال ادات والتشوهات وأهمه وزع الإجه الات لت ة احتم
دن  ( السيلان في المقطع من جهة واحدة وآذلك وهي الأهم والتي سنتناولها في هذا البحث حالة السيلان                  التل

  .  من الطرفين وتشوهات السيلان في آلا طرفي المقطع العرضي)

  :من آلا طرفي المقطع العرضي ) التلدن( حالة السيلان -3
من جهتي المقطع العرضي       ) التلدن(نفترض أن مخطط توزع الإجهادات والتشوهات عند حدوث السيلان          

ين في الشكل                ا هو مب البيتون آم وء ب ا    . (2)للأنبوب الفولاذي الممل  في آلا   εTإن التشوهات تصل قيمته



      إبراهيم أحمد الجراد         ٢٠٠١مجلة جامعة دمشق ـ المجلد السابع عشر ـ العدد الثاني ـ 

  ١٣

ي المقطع العرضي  افة . جهت ى مس ة السيلان عل وزع منطق رة تت ة المقع ى a1من الجه ة  عل ي جه حين ف
  .Cقيمة الجزء المرن للمقطع العرضي في منطقة الضغط والشد تتعين بالمسافة  . a2التحدب على مسافة 

ة                          ؤثرة مع الحمول ة الم ة الخارجي وازن الحمول ة ت لحل مسألة استقرار العنصر المدروس نضع أولاً معادل
ك من         الداخلية، وآذلك نكتب معادلة توازن عزم الانعطاف الداخلي مع قيم          ة عزم الانعطاف الخارجي وذل

  :شكل مخطط الإجهادات للمقطع العرضي أي 

∫σ=
A

dA.P     (4) 

  .وغير منطبقة على محور العنصر) الطولية(القوة الناظمية  : P   :حيث 
σ :  ،  الإجهاد الناظميdA –المساحة الجزئية للمقطع العرضي للعنصر المدروس .  

  

  
(a)      (b)     (c)  (d) 

كل  ة  : ٢الش ة الإجهادی ات الحال يلان  –مخطط دوث الس د ح وهية عن دن( التش ي ) التل ن جهت م
  المقطع 

a-المقطع العرضي للعنصر المدروس     
b- مخطط التشوهات الطولية     
c- مخطط الإجهادات الناظمية في قشرة الأنبوب       
d-مخطط الإجهادات الناظمية في النواة البيتونية   

  

   في المقطع الوسطي للعنصر (4) في أثناء إيجاد العلاقة σ*دم مفهوم الإجهاد الوسطي نستخ

Pi = *σ  القوة الداخلية الناظمية  . R2    (5) 
  . الإجهاد الوسطي – *σ.     نصف قطر الأنبوب – R  : حيث 

  : آز ثقل المقطع العرضيالعزم الداخلي حول المحور المار من مر



  العلاقات الحرجة للأنابيب الفولاذیة المملوءة بالبيتون بمقاومات مختلفة

  ١٤

dAZ.M
A

i ∫σ=    (6) 

  :حيث
 Z = R. cos∝ – المسافة ما بين المساحة الجزئية dA ومرآز ثقل مقطع الأنبوب  .  

ة السيلان                  ى منطق دن (إن التحول من الجزء المرن للمقطع إل ين    ) التل ة         : ، يتع ولاذ بالزواي  ϕمن أجل الف
رة للسيلان      . ϕ1نطقة الشد، وللبيتون بالزواية  لم θلمنطقة الضغط وبالزواية  ومن أجل الإحداثيات المتغي
ة      . o-o1 ، وتحسب بدءاً من المحور  ∝نستخدم الزاوية المرآزية  د بالزاوي ع المحور المحاي   βيعين موق

   . (2)شكل 

  :  بالعلاقة ∝ لفولاذ الأنبوب بدلالة الإحداثيات المنزلقة dAتعين المساحة الجزئية 
∝= dRt2dAst     (7) 

  . π ≥∝  ≥ 0  سماآة قشرة الأنبوب  – t  : حيث 

  : تكتب من الشكل  ∝ للنواة البيتونية بدلالة الإحداثي المتغير dAعبارة 

dAc = 2R2 sin2 ∝ d∝   (8) 
  : ونصطلح آعلاقة رابطة بين مخططات الإجهاد والتشوه للبيتون والفولاذ آالآتي 

T

C

T

c
T

T

c
T

E
E

n
K;K;n ==ξ

σ
σ

=
ε
ε

=  (9) 

c:   حيث 
Tσ – في النواة البيتونية ) حد الخضوع (  إجهاد السيلان.  

Tσ – في القشرة الفولاذية ) حد الخضوع (  إجهاد السيلان.  

Tε - تشوه سيلان الفولاذ .    Et –عامل مرونة الفولاذ   

  C
Tε- تشوه سيلان البيتون .    Ec-عامل مرونة النواة البيتونية .  

  : العلاقة بين مساحتي المقطعين العرضيين للبيتون والفولاذ تعيّن بنسبة التسليح 

R
t2

A
A

C

st ==µ    (10) 

   .  Ac = π R2   و Ast = 2 πRt    : حيث 
  : بين البيتون والفولاذ بالعلاقة ويعبر عن شرط تساوي التشوهات المشترآة 

ϕ−β
ϕ−β

=
ε
ε

=
coscos
cososcn 1

T

C
T    (11) 
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ة                    ة المحاور المنزلق ابه     ∝التشوهات الناتجة في أي ليف من المقطع العرضي للعنصر تعطى بدلال  من تش
  ) :2(مثلثات مخطط التشوه شكل 

∝∝       من أجل فولاذ الأنبوب ε=σ
ϕ−β
ϕ−∝

ε=ε
∝

.E;
coscos
cososc.T  

بيتونية     من أجل النواة ال CC

1

C .E;
coscos
cososc.

T ∝∝
ε=σ

ϕ−β
∝−β

ε=ε∝  (12) 

  : حيث 
ϕ -         ع ليف التشوه ولاذ، والتي تحدد موق ة للف ة المرآزي ة المضغوطة من      εT الزاوي  في المنطق

  .المقطع
θ- الزاوية المرآزية للفولاذ، والتي تحدد موقع ليف التشوه εT  في المنطقة المشدودة من المقطع.  

ϕ1-     ،ع ليف التشوه           الزاوية المرآزية للبيتون Cوالتي تحدد موق
Tε        ة المضغوطة من في المنطق

  .المقطع
β- الزاوية المرآزية، التي تحدد موقع المحور المحايد .  

  :  بالعلاقة (2) الواقعة في منطقة الضغط تعين من الشكل Cارتفاع المنطقة المرنة 

C = R cos β + R sin (ϕ - 
2
π ) = R ( cosβ - cos ϕ )  (13) 

  : الواقع في منطقة الشد بالعلاقة Cفي حين يعين ارتفاع الجزء المرن 

c = R ( cos θ - cosβ )     (14) 
ين  ولاذ (6) و (4)نجري تكامل العلاقت ة وف واة البيتوني تقل لكل من الن ى المقطع العرضي بشكل مس  عل

ولاذ،               الأنبوب، وبعد ذلك نقوم بجمع النتائج        ون والف ين البيت النهائية مع اعتبار تطابق التشوهات الحاصلة ب
  .بعد فرض أن آامل المقطع يعمل بشكل آتلة متجانسة واحدة

  : تساوي (4)القوة الناظمية في فولاذ الأنبوب من شرط التوازن 

∝
ϕ−
ϕ−∝

σ−θ−πσ= ∫
ϕ

θ

dRt2
cosβcos
coscos)2(Rt2P TTst   (15) 

 :  إلى الشكل (15)بعد إجراء عملية التكامل والتبسيط تؤول المعادلة 

;
coscos

θcosθsinθ.tR2

coscos
cossin)cos(cosπRt2P

t

tst

ϕ−β
−

σ+

+
ϕ−β

ϕϕ−ϕ−ϕ−β
σ=

  (16) 
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   :(4)وبالمثل نوجد القوة الناظمية في النواة البيتونية من مخطط الإجهادات الناظمية وفق شرط التوازن 

      

∝∝+∝∝









ε

ϕ−
∝−

−







ϕ−
∝−

ε=

∫

∫

ϕ

ϕ

β

dsin.2R.σdins

.R2..
coscosβ
cosβcosγ1

coscosβ
cosβcosAP

22
π

C
T

2

2C
T

1
1

K

1

C
Tc

1

1

 (17) 

  : الشكل الآتي (17)وبعد إجراء التكامل تأخذ العلاقة 

[ ]

)ocssinπ(Rσdsin.

.γ.coscosγ)(1cosβ.)cos(cosβ
)cos(cosβ

)(ε2R
AP

111
2C

T
2

1
K

1K

KC
T

2

c

1

ϕϕ+ϕ−+∝∝

∝+ϕ−−∝−
ϕ−

= ∫
ϕ

β
+  

(18) 

c      :  حيث 
T1 εγ=γ .   

ين         ع العلاقت تج من حاصل جم  (16)القوة الناظمية الداخلية في الأنبوب الفولاذي المملوء بالبيتون الكلية تن
   : (18)و 

Pi = Pst  + Pc 

[ ]

)socsinπ(Rσdsin.

.γ.coscosγ)(1cosβ.)cos(cosβ
)cos(cosβ

2RA

coscosβ
)cos(sin)cos(cosβπRt2

coscosβ
θcosθsinθ.σ2RtP

111
2C

T
2

1
K

1K

2

TTi

1

ϕϕ+ϕ−+∝∝

∝+ϕ−−∝−+
ϕ−

+

+
ϕ−

ϕϕ−ϕϕ−
σ+

ϕ−
−

=

∫
ϕ

β
+

 

(19) 
 المقطع العرضي من أجل القشرة     يمكن أن نوجد العزم الرئيسي بالنسبة لمرآز ثقل       (6)وباستخدام العلاقة   
  :الفولاذية للأنبوب 

∫ ∫ ∝∝
ϕ−
ϕ−∝

+∝∝=
ϕθ

0 θ
TTst 2Rtd.cosR

coscosβ
coscos2σd2RtcosRσ2M (20) 

  : إلى الشكل (20)وبعد إجراء التكامل تؤول المعادلة 



      إبراهيم أحمد الجراد         ٢٠٠١مجلة جامعة دمشق ـ المجلد السابع عشر ـ العدد الثاني ـ 

  ١٧

ϕ−
−−ϕϕ−ϕ

σ=
coscosβ

)cosθsinθ(θ)cossin(tRM 2
Tst   (21) 

  : بالنسبة لمرآز ثقل المقطع العرضي (6)نكتب عبارة عزم الانعطاف في النواة البيتونية وفق العلاقة 

( )

∫

∫

ϕ

ϕ

∝∝∝−+∝∝

∝−







ϕ−
∝−

−







ϕ−
∝−

=

π
22C

T
2

β

C
T

1
1

k
C
T

1
C

1

2 dsin2R)cosR(σdsinR2.

.cos.Rε
cosβcos
cosβcosγ1ε

cosβcos
cosβcosAM

 

(22) 
  : إلى الشكل (22)وبعد إجراء التكامل والتبسيط تؤول المعادلة 

∝∝∝+ϕ−−

∝−∝−
ϕ−

+ϕ= ∫
ϕ

+

dsin]γcoscosγ)cosβ[(1.

.)cos(.)cos(cosβ
)cos(cosβ

)(ε2R
AsinRσ

3
2M

2
1

β

K
1K

1

KC3

1
33C

TC

1T

 

        (23) 
 نحصل على قيمة عزم الانعطاف لكامل المقطع العرضي حول المحور             (23) و   (21)وبجمع العلاقتين   

  . المار من مرآز ثقله 

;
coscosβ
cosθsinθθtRσ

coscosβ
cossintRσdsin.

].cos.γcoscosβγ)[(1)cos()coscosβ(.

.
)coscosβ(

)(R2AsinR
3
2MMM

2
T

2
T

2

1
K

β

1K

KC
T

3
1

33C
Csti

1

T

ϕ−
−

−
ϕ−
ϕϕ−ϕ

+∝∝

∝+ϕ−−∝−∝−

ϕ−

ε
+ϕσ=+=

∫
ϕ

+

 (24) 

ين    اوي العلاقت ن تس ة       (21) و (5)م ولات الحال ق بمتح ابع متعل ة آت وة الناظمي ة الق ى علاق ل عل  نحص
  :الإجهادية للمقطع الوسطي 

ϕ−
=

coscosβ
P

σ
*σ

T
   (25) 



  العلاقات الحرجة للأنابيب الفولاذیة المملوءة بالبيتون بمقاومات مختلفة

  ١٨

  : حيث 

∝∝∝+ϕ−

−ϕ−
ϕ−

+

+−+ϕϕ−ϕ−ϕ−=

∫
ϕ

−

dsin]cosγcoscosβ.

.γ)[(1)cos(cosβ
)coscosβ(

1.)(ε
E
A2

)]cosθθ(sinθ)cos(sin)cos(cosβ[πµP

2
1

β

K
K

1

1KC
T

1

  (26) 

  : يساوي ) ١(عزم الانعطاف في منتصف طول العنصر نتيجة الحمولة الخارجية شكل 
M = P (e – f )         (27) 

   .P لامرآزية نقطة تطبيق الحمولة – e  : حيث 
f - 1( السهم في منتصف طول العنصر شكل. (  
  : في منتصف العنصر f نعين السهم (27)من المعادلة 

e
P
Mf −=     (28) 

  :  الشكل الآتي (28)قة  تأخذ العلا(24) من العلاقة M وقيمة (19) من العلاقة Pوبتعويض قيمة 









σ
σ

−
ϕ−βσ

σ
=

*
m

coscos
MR

*
f TT   (29) 

  :حيث 

)cos(cos
R

MM 3
T

i ϕ−β
σ

=    (30) 

       اللامرآزية  النسبية 
R
em= 

  :  بالشكل(24) من العلاقة Mi بعد تعويض عبارة (30)تكتب العلاقة 

( )[ ]

∝∝∝−∝γ+ϕ−β

γ−∝−β
ϕ−β

ε+

+ϕ−βϕ+θθ−θ−ϕϕ−ϕµ=

∫
ϕ

β

−

dsin)cos(]coscoscos.

.)1[(.)coscos(
)cos(cos

1.)(
E
A2

)cos(cos.sinK
3
2)cossin(cossin

2
1M

2
1

K
K

1KC
T

1
3

1

1

 

        (31) 
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  ١٩

ة  ل العلاق ع      (29)تمث ي المقط ة ف ة الإجهادي ولات الحال ة متح ي منتصف العنصر بدلال هم ف ة  الس معادل
   . f = f (β , ϕ   ,  θ    ,  ϕ)الوسطي للعنصر أي   

علاقة انحناء الخط المرن من أجل المقطع الواقع في         . بعد ذلك ندرس الخواص الهندسية للمسألة المدروسة        
  : منتصف العنصر تكتب من الشكل 

R2
1 21 ε+ε
=

ρ
=ζ     (32) 

 . ارتفاع المقطع العرضي – R = H 2.     نصف قطر الانحناء - ρ  : حيث 

 ε1  و ε1 – التشوهات النسبية الطرفية للمقطع العرضي عند منتصف طول العنصر  .  
  :  يمكن أن نوجد (2)من تشابه مثلثات مخطط التشوه شكل 

C.ECR2
TT21 σ

=
ε

=
ε+ε

=ζ   (33) 

ة                – C  :    حيث  ارتفاع منطقة المرونة في   فولاذ الأنبوب وتعطى قيمتها بدلالة متحولات الحالة الإجهادي
   ) .14( و ) 13 ( للمقطع الوسطي وفق العلاقتين 

  :نفرض معادلة الخط المنحني المرن للعنصر من الشكل 

L
xcosfy π

=     (34) 

  .على محور العنصر إحداثيات نقطة ما واقعة - x , y  : حيث 
L –طول العنصر .    f- السهم الأعظمي في منتصف طول العنصر .  

  :إن انحناء العنصر يمكن أن يعطى بالمعادلة التفاضلية التقريبية 

2

2

dx
yd1

−=
ρ

=ζ     (35) 

  :  ، فنحصل x = 0 ، عندما (35) وبالتعويض في العلاقة (34)نشتق العلاقة 

f
Ldx

yd
2

2

2

2 π
=−=ζ    (36) 

  :  نحصل (13) و (29) من العلاقتين C و f وبعد تعويض قيم (36) و (33)ومن مساواة العلاقتين 









ϕ

σ
σ

+β
σ
σ

−
σ
π

=





 cosm*cosm*M

*
E

R
L

TT

22
  (37) 

  : أو تكتب هذه العلاقة بشكل آخر 



  العلاقات الحرجة للأنابيب الفولاذیة المملوءة بالبيتون بمقاومات مختلفة

  ٢٠

),,,(.
*
E

R
L

1
22

θβϕϕφ
σ
π

=





    (38) 

  : حيث

[ ] ]cosm*cosm*),,,(M
TT

1 ϕ
σ
σ

+β
σ
σ

−θβϕϕ=φ   (39) 

ة لمقطع منتصف العنصر                 تربط بين طول الع    (37)العلاقة   ة الإجهادي نصر المدروس مع متحولات الحال
ي للعنصر         ذا البحث هي الكشف عن           . وهي تعيّن شرط توازن الشكل المنحن ألة الموضوعة في ه إن المس

دان استقراره          . العلاقة التي تربط المتحولات مع بعضها في الحالة الحرجة للعنصر            دأ العنصر بفق حيث يب
ة                     ، عندما ) توازنه( زوم الخارجي وازن الع ق شرط ت د تطبي ة، عن ا الحدي  تزداد التشوهات اللدنة وتصل قيمه

ل البحث عن الطول الأعظمي                  . مع العزوم الداخلية   ة الحرجة للعنصر يمث ين  Lإن البحث عن الحال  المع
ارة    (39) الحدية وفق العلاقة     φ ، والذي يتمثل بدراسة شروط التابع        (38)بالعلاقة   د   L  الداخل في عب  وبع

ة   ادير ثابت ي مق وة ه ذه الق ة ه ة ولا مرآزي وة الناظمي رض أن الق ة  . أن نفت ة الحرج ن الحال تم البحث ع وي
ة مريحة لحل        ا الحاضر آطريق ي وقتن ي تستعمل ف ة، الت ر المعين داءات غي ة لاغرانج الج باستخدام طريق

تخدام هذه الطريقة لدراسة استقرار  المسألة عند الشروط الحدية المطلوبة لتحديد نقطة ثابتة حيث ينصح باس        
العناصر عند وجود عدد من المتحولات وعلى سبيل المثال عند دراسة استقرار العناصر الخاضعة لضغط            

بقة        ة مس ادات بدائي عة لإجه ذلك خاض ة وآ وى موزع عة لق زي وخاض ربط   . لامرآ افية ل روط إض وآش
  : المتحولات مع بعضها نستخدم التوابع التالية 

0)cos(cosncoscos 11 =ϕ−β−ϕ−β=φ  (40) 

0*
cos(cos

p

T
2 =

σ
σ

−
ϕ−β

=φ    (41) 

0coscoscos23 =θ−ϕ−β=φ    (42) 

ة  ة (40)المعادل ولاذ العلاق ون والف ين البيت ا من شرط تساوي التشوهات ب ي حين (11) نحصل عليه ، ف
ة   ى العلاق ة    (41)نحصل عل ة الإجهادي ولات الحال ق بمتح ابع متعل ة آت وة الناظمي ة الق ن علاق ع  م للمقط

ة (25)الوسطي  ي حين المعادل ة (42)، ف ة المرن اع المنطق كيلها من تساوي ارتف تم تش ي C ي ددة ف  المح
   .(14) و (13)العلاقتين 

  : طريقة الحل تتم بتشكيل تابع لاغرانج من الشكل 
F = φ + λ1 φ1 + λ2 φ2 + λ3 φ3 

  : جداءات لاغرانج غير المعينة -    λ1  , λ2 , λ3   : حيث 

0F;0F;0F;0F

1
=

θ∂
∂

=
ϕ∂
∂

=
β∂
∂

=
ϕ∂
∂  (44) 

  : ينتج الآتي (44)من المعادلة 
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  ٢١

0sin)sin(.

.n
)cos(cos

sinPP)cos(cos
sinm*MF

3

1221
T

=ϕλ+ϕ−

λ+
ϕ−β

ϕ−′ϕ−β
λ+ϕ

σ
σ

−′=
ϕ∂
∂ ϕ

ϕ  (45) 

0)sin(2.)sin()n1.(

.
)cos(cos

sinPP)cos(cos
sinm*MF

3

221
T

=β−λ+β−−

λ+
ϕ−β

β+′ϕ−β
λ+β

σ
σ

−′=
β∂
∂ β

β   (46) 

0sin.o.
)cos(cos

P
MF

321 =θλ+λ+
ϕ−β

′
−λ+′=

θ∂
∂ θ

θ    (47) 

00.sin.
)cos(cos

P
MF

3121
1

1
1

=λ+ϕλ+
ϕ−β

′
−λ+′=

ϕ∂
∂ ϕ

ϕ   (48) 

  :وبإدخال المصطلحات الآتية 

θ
′

=
ϕ

′
=

ϕ

′
=

β

′
= θ

θ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
β

β sin
MM;

sin
M

M;
sin
M

M;
sin
P

P
1

1
1

 (49) 

  ،  λ1  , λ2 , λ3 نحصل على قيم الجداءات غير المعينة (48) و (47) و (46)وبحل المعادلات
ك نستخدم الشروط الإضافية            د التعويض والتبسيط في     (42)  و (41) و (40)ومن أجل ذل  (45) ، وبع

  : نحصل على المعادلة العامة التي تربط بين المتحولات في الحالة الحرجة 

0
1

)PMPM()n1(
1

)PMPM()n1()PMPM(n)PMPM(2

)PPPP(*
)PMPM()PMPM(

PPPP

MMMM
m

11

1111

1

1T
1

=
−++

+−−+−+−

+++
σ
σ

+−+−
+

+++

+++
−

θϕϕθ

ϕϕϕϕβϕϕβθϕϕθ

θβϕϕ

θββθβϕϕβ

θβϕϕ

θβϕϕ

 

        (50) 
ة السيلان               (50) المعادلة   إن  تمثل معادلة الحالة الحرجة لعنصر الأنبوب الفولاذي المملوء بالبيتون في حال
ة              ) التلدن( ة الإجهادي ين آل متحولات الحال ربط ب ة    -من جهتي المقطع الوسطي، وهي ت التشوهية في الحال

  .  الرموز الآتية (50)ولقد استخدمنا في العلاقة . الحرجة 

θµ−=θµ=ϕµ= θθϕ sin.M.P;sinM   (51) 



  العلاقات الحرجة للأنابيب الفولاذیة المملوءة بالبيتون بمقاومات مختلفة

  ٢٢

{ ( )

} {

;
1

dsincos].coscoscos)1[()cos(cos

1

.
coscos

1Kdsin.cos].cos)1K(cosKcos

.
)cos(cos

)1(K1[)coscos(

.
E
)(A2sinK

3
2M

2
1

K

1

2
1

K
1

1K
1KC

T
1

3
1

1

1

∝∝∝∝γ+ϕ−βγ−∝−β

ϕ−β
−∝∝∝∝−γ+γ+ϕ−β

ϕ−β

γ−+∝−β
ε

+ϕ−=

∫

∫

ϕ

β

−
ϕ

β
−

β

  

 (52) 

{

} { }

1
dsincos(

1

].coscoscos)1[()cos(cos.
coscos

K

1
sincos)1()coscos(dsin)cos(.

)cos(cos

)coscos(

.
E
)(A2cossin)cos(cosK2M

2

1
K

1

11
1K

1
2

K
1

K
1KC

T
111

1

1

1

∝∝∝−







∝γ+ϕ−βγ−∝−β
ϕ−β

−

−ϕϕ−γ+ϕ−β+∝∝∝−

ϕ−β

∝−β
ε

+ϕϕϕ−β=

∫

∫

ϕ

β

+

ϕ

β
−

ϕ

  

 (53) 
 

)cossin(K)(P 1111 ϕϕ+ϕ−π+π−ϕµ−=ϕ    (54) 
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  ٢٣

;
1

dsin].coscoscos)1[()cos(cos.
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.
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sin)1()cos(cosdsin
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∫
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 (55) 

1

dsin]coscoscos)1[()cos(cos
coscos

K

)cos(cos
dsincos)]1K(cosKcos)1)(K1.[(.

.
1

)cos(cos

.)(
E
A2)cossin(KP
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1

K

1

K
1

2
1

1K

1KC
T1111

1

1

∝∝∝γ+ϕ−∝γ−∝−β
ϕ−β

+

ϕ−β

+∝∝∝−γ+γ−ϕ+β−γ+

∝−β

ε−ϕϕ+ϕ−π−πµ=

∫

∫

ϕ

β

ϕ

β

−

−
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  (56) 
ة   θ  و ϕ 1  و  ϕ  و βالمتحولات   ة     (50)  تحقق المعادل د تعويضها في العلاق ى    نح(37) وعن صل عل

 ، θ = 0 قيمة الصفر أي  (50) في المعادلة θإذا عوضنا في آل الحدود الحاوية  . الطول الحرج للعنصر
ة السيلان                    ة الحرجة لحال ة الحال دن (عندئذ بشكل سهل وبسيط نحصل من تلك المعادلة على معادل من  ) التل

  .جهة واحدة في المقطع الوسطي 
  : آالآتي βو  ϕ 1  بدلالة المتحولات θ و ϕعبر عن المتحولات  يمكن أن ي(42) و (40)من المعادلات 





 ϕ+β−=ϕ 1cos

n
1cos)

n
11(cosarc   (57) 



  العلاقات الحرجة للأنابيب الفولاذیة المملوءة بالبيتون بمقاومات مختلفة

  ٢٤





 ϕ−β+=θ 1cos

n
1cos)

n
11(cosarc   (58) 

ين               ر الخطت ادلتين غي ى حل المع ؤول إل ة الحرجة ت ات الحال  و (50)وبهذا الشكل، مسألة البحث عن علاق
ة      L بعد حساب الطول      (25) تم حل    . (37) من العلاق ى         وي ادلات الحاصلة من أجل البحث عل ذه المع  ه

  . علاقات الحالة الحرجة باستخدام الحاسبات الألكترونية 
وب شكل                  ولاذ الأنب ولي المستخدم لف ون لمخطط برن دما يخضع البيت ات الحرجة عن وللحصول على العلاق

(1-b)     وليس للمخطط شكل (1-C)           يم    ، يجب أن نعوض في العلاقات الحرجة المعطاة وفق ه ذا البحث ق
  :الثوابت الآتية 

γ = 0         ;       K = 1             ;             C
T

C
TA

ε

σ
=   (59) 

ة   ون المعادل ق البيت دما يحق التين ، عن ي الح ة ف ابية للحمولات الحرج ة حس ا مقارن و أجرين دما (3)ول  وعن
ا ورد في المرجع       ولي آم دما تتساوى       ]  8  [البيتون يخضع لمخطط برن ائج عن ى أفضل النت  لحصلنا عل

يم الحمولات الحرجة عن           σ-εمساحتا المنحني وشبه المنحرف لمخطط      ون، في حين لاتختلف ق  للبيت
  .≈ m 0.13  عند أخذ لامرآزية نسبية %5بعضها بأآبر من 

  : الحدود الخطية على مجال العلاقات الحرجة -4
ـ         إن حل علاقات الحالة الحرجة الحاصل      يم معطاة ل د وجود ق ك من أجل      σ و mة عن ة مباشرة وذل  بطريق

تخدم        ذلك نس راً، ل داً آبي ب جه ا يتطل ي ترآيبهم ة ف ولات الداخل يم المتح ة ق لهما أي معرف ن أص البحث ع
ة  ة التحليلي راء الحل–الطريق ة لإج ة . التخطيطي ة الحرج ة للحال ة العام ن العلاق ي (50)وملخصها م  والت
 : آالآتي mع بعضها في الحالة الحرجة، يمكن أن نجد قيمة اللامرآزية النسبية تربط المتحولات م

1
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(60) 
ال                  ى سبيل المث اريين، وعل يم لمتحولين اختي دّ من إعطاء ق  ، ϕ1 و βولتسهيل عملية إجراء الحسابات لاب

   . (58) و(57) بدلالتهما وفق العلاقتين ϕ و θوتحسب قيم المتحولين الباقيين 

ات    θ و  ϕ1و  ϕ   وβوبإعطاء قيم للمتحولات  يم   (25 , 37 , 60 ) يمكن من العلاق  L و m أن نجد ق
ذه المتحولات     *σو   ة هو              .  المطابقة له ا المرآزي ر متحولات الزواي ة وحتى        °0إن مجال تغيّ  درجة مئوي

دار           . 180° ة أي مق اري  حيث تعطى خطوة التغير التدريجي للزوايا المرآزي يم الحاصلة    .  اختي وحسب الق
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ـ  ع     *σ و L و mل ة للتواب ات البياني م المخطط ن أن نرس ( يمك
R
L(f*

T
=

σ
σ

(  و 
R
L(fm   و =

)
R
L(ff  وهذه المخططات البيانية تمثل مخطط  n و   K  و  µ و E و   σT وذلك بعد فرض قيم محددة لـ        =

  .ر الأنبوب المعدني المملوء بالبيتون عندما يخضع للضغط اللامرآزي الحالات الحرجة لعنص
a-  ا    ) التلدن( إن التحول من حالة السيلان من طرفي المقطع إلى حالة السيلان من جهة واحدة نحصل عليه

  : نجد (42)وبتعويض هذا الشرط في العلاقة  . θ= 0من شرط 
2 cos β - cosϕ - 1 = 0   (61) 

      :  نجد (61)من العلاقة 
  ϕ = arc cos ( 2 cosβ - 1 )  (62) 

ة                         ة من جه ة الشد واقع وفي هذه الحالة يمثل خط التحول من منطقة السيلان بجهة واحدة عندما تكون منطق
ة وجود السيلان                    التحدب، أو حالة السيلان بجهة واحدة عندما يكون آامل المقطع في حالة الضغط ، أو حال

  .رضيمن آلا طرفي المقطع الع
b- عند تعويض قيمة β=0 يمكن أن نكتب (40) ، عندئذ من العلاقة (25 , 37 , 50) في العلاقات  :  

1- cosϕ1 - n (1-cos ϕ ) = 0   (63) 
C- عندما يكون طول العنصر L = 0   دن زج   .  يتشكل في المقطع العرضي للعنصر المفصل الل ذ تمت عندئ

الآتي    . ما بعضاًمنطقتا اللدونة لجهتي الشد والضغط مع بعضه       ة آ يم الحدي وفي هذه الحالة يتم البحث عن الق
 :  

),,,(mLimm 1
,,

max
1

βθϕϕ=
β→θϕϕ

   (64) 

),,,(*Lim
*

1
T,,T

max

1
βθϕϕ

σ
σ

=
σ

σ
β→θϕϕ

  (65) 

 )ϕ و ϕ1 و β و θ (  و m )ϕ و ϕ1 و β و θ (إن التوابع 
T

*
σ
σ

ات    (25) و (50) والمعينة من العلاق

ين  دم تعي ة ع ل حال تمث
0
0

ن   دلاً م ة ب ات الحرج ي العلاق ويض ف د التع    عن

 θو  ϕ1 وϕ قيمة β عن الشكل المعين) البحث(  ، إن الكشف
0
0

دُّ    لتابع يتكون من عدد من المتحولات يع

ة      تعطي حلاً     [9]إن نظرية ميدر آما وردت في المرجع        . آما هو معلوم، مسألة معقدة وصعبة      خاصاً لحال
اقي المتحولات      βمسألة حلقة دائرية ليست آبيرة وملخصها تعدُّ أن المتحول   دار ثابت وأن ب   وθ  هو مق

ϕ1 وϕة ة الثابت ذه القيم يم .  تسعى للوصول له د تعويض ق ين θ و ϕعن ن العلاقت إن  (57 , 58) م  ف
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 )ϕوϕ1 و βوθ ( وm)ϕو  ϕ1 وβوθ (العلاقات 
TT

**
σ
σ

=
σ
σ

 تؤول إلى الشكل غير المعين 
0
0

ا    آم

ع      .  ϕ1في حالة تابع مكّون بمتحول واحد     إن التواب ة ف ذه الحال  و mوفي ه
T

*
σ
σ

ا       تحقق شرط آاشي آم

در   ي المص اء ف   ج

) و mmax ونحصل على القيم الحدية لـ ] 9 [
T

*
σ
σ)max 25 و60(نة في العلاقات  آما هي معي . (  

  :الخلاصــة و النتائج
ة                 ة الإجهادي ابية لدراسة الحال ة  حس  التشوهية من أجل استقرار     -تكمن أهمية هذا البحث   في وضع طريق

أثير الضغط اللامرآزي              حيث  . العناصر الإنشائية المكونة من أنابيب فولاذية مملوءة بالبيتون تعمل تحت ت
وازن                 تبدأ هذه العناصر ب    ة ت ة لحال ة والموافق ا الحدي فقدان استقرارها عندما تصل فيها التشوهات اللدنة قيمه

ة  زوم الداخلي ع الع ة م زوم الخارجي وب  .الع ة لعنصر الأنب ة الحرج ة حل المعادل م توضيح آيفي ذلك ت و آ
ذه      ) التلدن ( الفولاذي المملوء بالبيتون عند وجود السيلان      ربط ه ين   من جهتي المقطع ، حيث ت ة ب  المعادل

يم        . التشوهية في الحالة الحرجة     -آل متحولات الحالة الإجهادية    ين ق تم تعي ذه المتحولات ي و بناء على قيم ه
  .الحمولة الحرجة و طول العنصر الحرج و آذلك اللامرآزية الحرجة 

يأخذ بالحسبان تغير اللاخطية لعمل النواة البيتونية والذي σ = f(ε)تمّ اقتراح شكل جديد للعلاقة الرياضية 
ى شكل             . المقاومات المختلفة للبيتون     ة عل واة البيتوني ة الضغط للن حيث تم أخذ مخطط الإجهادات في منطق

ى حين في المرجع          ون عل اد للجزء     ] [ 8منحنٍ، و هو الأقرب  إلى الواقع لعمل البيت دّ مخطط الإجه  ع
به  منحرف و   كل ش ى ش ة عل واة البيتوني ي الن اً ε - σالمخطط    المضغوط ف ون مطابق ولاذ و البيت     للف

ولي  ون  . لمخطط برن دما تك ة عن ة الحرج ة الحمول ي قيم داً ف راً ج ون آبي ر يك ذا التغي ر ه ين أن أث د تب و ق
رة      . e   = 0,1 اللامرآزية صغيرة  ة الكبي ة اللامرآزي ثلا  e 2 =(  أما في حال ة    )  م يم الحمول فتكون ق

   .5%  و لا يتجاوز الفرق بينهما  8]   [ئج الحرجة متقاربة مع نتا
دوث        ة ح ي حال البيتون ف وء ب ولاذي الممل وب الف ة لعنصر الأنب ة الحرج ادلات الحال اد مع مّ إيج ذلك ت وآ

ة     ر المعين رانج غي داءات لاغ ة ج تخدام طريق ع باس ي المقط ن طرف يلان م تخدامها  . الس ي ينصح باس والت
ائية عن         تقرار العناصر الإنش دد من                   لدراسة اس ا العرضية مرتبطة بع ة في مقاطعه د وجود حالات إجهادي

  . المتحولات 
ة    *σ و  L و   mتمّ دراسة الحدود الخطية لمجال العلاقات الحرجة         ا المرآزي  المتعلقة بقيم متحولات الزواي

β   و ϕ   و ϕ1   و θ .          دن (وآذلك وضحنا شرط التحول من حالة السيلان ة          ) التل ى حال من طرفي المقطع إل
  .  يلان من جهة واحدةالس
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