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دراسة البلاطات الرقيقة تحت تأثير التدفقات الحرارية مع 
  اعتبار عامل التمدد الطولي متغيراً مع درجة الحرارة

             
  الدآتور شاهين غلاييني
  قسم الهندسة الإنشائية

   جامعة دمشق-آلية الهندسة المدنية 
  

  الملخص
طѧات الرقيقѧة و المعرضѧة لتѧدفقات حراريѧة           يهدف هذا البحث إلى صѧياغة طريقѧة تحليليѧة فعالѧة لحѧل البلا              

  .على أحد سطوحها بشكل آامل، أما سطحها الآخر فيتعرض لتبادل حراري مع الوسط المحيط
من أجل ذلك تم إيجاد معادلة توزيع درجة الحرارة مع عمق البلاطة و ذلك باستخدام تشكيل لابلاس وذلك                

وتبѧين أنѧه عنѧدما يصѧبح التبѧادل الحѧراري مسѧاويا              باعتبار شروط التبѧادل الحѧراري مѧع الوسѧط المحѧيط،             
  .مع الوسط فإن هذه المعادلة تنطبق مع المعادلة المستخرجة في المراجع المختلفة) معزولة(للصفر 

  هѧѧѧѧو تѧѧѧѧابع لدرجѧѧѧѧة الحѧѧѧѧѧرارة   αبعѧѧѧѧد ذلѧѧѧѧك تѧѧѧѧم اعتبѧѧѧѧار أن عامѧѧѧѧل التمѧѧѧѧدد الطѧѧѧѧولي لمѧѧѧѧادة البلاطѧѧѧѧة            
α(T) اتѧѧهم للبلاطѧѧادلات السѧѧاد معѧѧم إيجѧѧه تѧѧي   وعليѧѧيط، والتѧѧـتناد البسѧѧـتطيلة وذات الاسѧѧة والمسѧѧالدائري 

  .بمعرفتها يمكن إيجاد عزوم الانعطاف وقوى القص وعزوم الفتل لهذه البلاطات
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  :مقدمة
عند تعرض المنشآت الهندسية لتدفقات حراريѧة فѧإن ذلѧك يѧنعكس مباشѧرة علѧى الوضѧعية                   

 فѧѧي الانتقѧѧالات آمѧѧا تѧѧزداد    الإجهاديѧѧة والتشѧѧوهية لتلѧѧك الإنشѧѧاءات حيѧѧث تحصѧѧل زيѧѧادة      
  .الإجهادات فيها

لقد تمت معالجة هذه المشكلة بشكل واسع في أعمال عديدة إلا أنه لم يظهѧر هنѧاك أي انعكѧاس لدراسѧة تѧأثير          
عامل التمدد الطولي لمادة البلاطة بصفته متغيراً مع درجة الحرارة، إذ عند تعرض عنصر لتѧدفق حѧراري                  

 مادام هذا التدفق الحراري موجوداً، ولكن الملاحظات المنطقيѧة والتجѧارب   تحصل استطالة في هذا العنصر  
تشير إلى أن تمدد العنصر ينخفض مѧع ازديѧاد درجѧة الحѧرارة، ومѧن ثѧَمَّ فѧإن عامѧل التمѧدد الطѧولي هѧو               / 6/

  .تابع لدرجة الحرارة لهذا العنصر
لتفاضلية للبلاطات الرقيقة وذلѧك بإدخѧال       اعتماداً على هذه الملاحظة فقد تم في هذا البحث صياغة المعادلة ا           

  .α= const.  بدلاً عن اعتباره ثابتاًα(T)عامل التمدد الطولي آتابع لدرجة الحرارة 
 في البلاطة حيث تتعرض هذه البلاطة لتدفق حراري   T(z,t)بعد ذلك تم إيجاد معادلة توزع درجة الحرارة         

 يكون ثابتاً مع الزمن، أما سطح البلاطة الآخر فيѧتم فيѧه   منتظم على آامل سطحها ولا يشترط لهذا التدفق أن 
  /.2/تبادل حراري مع الوسط الخارجي، ولما آانت البلاطة رقيقة فإن التبادل الحراري في أطرافها مهمل  

إن معادلة توزع درجة الحرارة المستخرجة بتأثير التدفقات الحرارية هي معادلة عامة يمكن استخدامها فѧي           
  .اءات الهندسية الرقيقة والتي تتبادل مع الوسط المحيط حرارةجميع الإنش

اعتماداً على المعادلة التفاضلية للبلاطات الرقيقѧة ومعادلѧة تѧوزع درجѧة الحѧرارة تѧم إيجѧاد معѧادلات السѧهم                       
  .والعزوم في البلاطات المستطيلة

لحѧرارة فѧي البلاطѧات    إن الهدف الأساسي في هѧذا البحѧث هѧو وضѧع طريقѧة تحليليѧة لدراسѧة تѧوزع درجѧة ا                   
الرقيقة والمتجانسة عامة، والتي تتبادل مع الوسط الخارجي حرارة؛ وآذلك انعكاسها على الحالة الإجهاديѧة         

  . مع تغير درجة الحرارةα(T)والتشوهية آخذين بالحسبان تغير عامل التمدد الطولي 

الحراريѧة   استخراج المعادلة التفاضلية للبلاطات الرقيقة بتأثير التѧدفقات          -1
  .α(T)مع اعتبار عامل التمدد الطولي متغيراً مع درجة الحرارة 

  .α(T)عامل التمدد الطولي متغير مع درجة الحرارة αنعتبر في هذه المسألة أن 
فإنها في الحالة العامѧة  ) إضافة إلى تأثير الحرارة( من قوانين نظرية المرونة وعندما تؤثر قوى في عنصر    

  ѧادات ناظميѧة تسبب إجهσx, σy, σz   اورѧق المحѧوف x,y,z .       كѧق تلѧة وفѧبية الطوليѧوهات النسѧون التشѧوتك
   /:2/المحاور هي 

T.)([
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T.)]([
E
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T.)]([
E
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zxyy

zyxx

α+σ+σν−σ=ε

α+σ+σν−σ=ε

α+σ+σν−σ=ε
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  :حيث
E :عامل المرونة لمادة البلاطة  
ν : عامل بواسون وهو ثابت للعناصر المتجانسة  

T(x,y,z,t) :تابع توزع درجة الحرارة في العنصر  
α :لمادة العنصر وهو ثابتعامل التمدد الطولي   

  : وهكذا تأخذ المعادلات السابقة الشكل الآتي؛α(T) في المسألة المدروسة هو تابع لدرجة الحرارة αولكن 

T).T()([
E
1

T).T()]([
E
1

T).T()]([
E
1

yxzz

zxyy

zyxx

α+σ+σν−σ=ε

α+σ+σν−σ=ε

α+σ+σν−σ=ε

                   (1) 

 وعليѧه فѧإن حѧل       zσ=0فѧإن    / 3/  واستناداً إلى الفرضيات المعمѧول بهѧا فѧي دراسѧة البلاطѧات الرقيقѧة                
  :هو) 1(المعادلات 

T).T(
1

E)(
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T).T(
1

E)(
1

Ex

xy2

yx2

α
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−νε+ε
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      (2) 

  : تعطى بالعلاقةτxyوهناك إجهادات مماسية 
τxy = G.γ xy     (3) 

  :حيث إنَّ
G :عامل مرونة المادة على القص  
γxy : التشوه الناتج عن القص في المستوي(x,y)  

 فهѧو عمѧودي علѧى       zأما المحѧور    . لمستوي المحايد للبلاطة   مار من ا   (x,y)حيث تم الافتراض أن المستوي      
  .هذا المستوي

يمكѧѧѧن اسѧѧѧتخراج المعادلѧѧѧة التفاضѧѧѧلية لبلاطѧѧѧات الرقيقѧѧѧة والمعرضѧѧѧة   / 3/ اعتمѧѧѧاداً علѧѧѧى 
  :للحرارة على أحد سطوحها وهي 
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 :حيث إنَّ
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D :الصلابة الأسطوانية وتعطى بالعلاقة :
)1(12

EhD
2

3

ν−
=  

P(x,y) :شدة الحمولة الموزعة على سطح البلاطة.  
h :سماآة البلاطة.  

W :الانتقال الشاقولي للبلاطة  
  : تكتب هذه المعادلة بشكل مختصر آما يأتي

)]y,x(P)T([
D
1))y,x(W( 222 +φ∇=∇∇   (5) 

  :حيث إنَّ
) MT-العزم الحراري                                         :(  

∫
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−
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  :مؤثر لابلاس ويعطى بالعلاقة: ∇2
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2
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∂
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 ولكѧن الاخѧتلاف هѧو فѧي     α= constهѧي المعادلѧة التفاضѧلية نفسѧها للبلاطѧات الرقيقѧة باعتبѧار        ) 5(المعادلة
لقص من العبارات الآتيѧة      وعليه يمكن حساب عزوم الانعطاف وقوى ا       ،α(T) الذي يأخذ بالحسبان     φالتابع  

  /2:/  
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  . توضع عزوم الانعطاف والفتل وقوى القص (5)يوضح الشكل 

  
  .5الشكل رقم 

 فѧي البلاطѧات الرقيقѧة فѧي حѧال           T استخراج معادلة توزع درجة الحرارة       -2
  .  طة السفلي والوسط المحيطوجود تبادل حراري  بين سطح البلا

والتي تتعرض لتدفق حѧراري علѧى آامѧل سѧطحها العلѧوي شѧدته               ) 1( لتكن لدينا البلاطة المبينة في الشكل        -
q(t)، دماѧѧعنz=0) (    دماѧѧارجي  عنѧѧط الخѧѧفلي والوسѧѧطحها السѧѧين سѧѧراري بѧѧادل حѧѧل تبѧѧويحص(z=h) 
  ).  سماآة البلاطةh:(حيث

  في حالة البلاطات المستطيلة فإنه مهمل إذا آان أما التبادل الحراري من الأطراف 

)ba(,
5
ah <<  

  . أبعاد البلاطةb,aحيث / 2/
وتأخѧذ   / T(z,t) / 2 أي z ولѧـ   tهѧي تѧابع فقѧط للѧزمن         ) معادلѧة فورييѧه   (وهكذا فإن معادلة الناقلية الحرارية      

  :الشكل الآتي
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0
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∂

χ
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∂

∂      (9)  

: حيث
c.ρ
λ

=χ وواحدته ]
sec
m[

2
    

λ : عامل الناقلية الحرارية[Kal/m.sec.c°]  
ρ : آثافة مادة البلاطة[Kg/m3]  
c : السعة النوعية الحرارية لمادة البلاطة[Kal/Kg.c°]  

q(t) : التدفق الحراري على سطح البلاطة[Kal/m2.sec]  
  

  
  .1الشكل رقم 

  :سبق يمكن صياغة الشروط الحدية الحرارية الابتدائية الآتيةاعتماداً على ما 
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   (10) 

0T)t,z(T0t =⇒=       (11) 
 [°Kal/m2.sec.c]عامل التبدل الحراري مع الوسط المحيط : Hحيث 
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To :درجة حرارة البلاطة الابتدائية والتي هي مساوية لدرجة حرارة الوسط المحيط.  
 ولѧѧذلك z وبالنسѧѧبة لѧѧـ tهنѧѧاك مشѧѧتقات مسѧѧتقلة بالنسѧѧبة للѧѧزمن ) 9(مѧѧن الملاحѧѧظ أنѧѧه فѧѧي المعادلѧѧة التفاضѧѧلية 

∫: بѧѧـ) 9(حيѧѧث نضѧѧرب المعادلѧѧة  /  2،1/ سنسѧѧتخدم تحويѧѧل لابѧѧلاس 
∞

−

0

pt dte كلѧѧة الشѧѧذ المعادلѧѧوتأخ 

  :الآتي

∫ ∫
∞ ∞

−− =
χ

−′′

0 0

Pt.Pt 0dteT1dteT   (12) 

  :فحسب لابلاس نجد أن

dt.eTT,dt.TeT
0

Pt

0

Pt ∫∫
∞

−
∞

− ′′=′′=  

  :فهو) 12(أما الحد الثاني في المعادلة 

TPTdteTTL 0
0

Pt..
+−==
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∞
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  : آما أن
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dt.eTT
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∫

∫
∞

−

∞
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  :فنحصل على) 10(ونطبق أيضاً تحويل لابلاس على الشروط الحدية الحرارية ) 12(نعوض في 

(13)        
χ

=
Pk: 2    χ

−=−
″ O2 T

TkT  

(14)        
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−=′λ⇒=
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  .يتكون من حلين عام وخاص) 13(إن حل المعادلة التفاضلية 
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  :الحل العام دون طرف ثانٍ وهو

k;kk0k 21
22 −=λ+=λ⇒±=λ⇒=−λ  

  1Tومن ثَمَّ فإن الحل العام دون طرف ثانٍ هو 

u
2

u
1

kz
2

kz
11 ecececec)z(T −− +=+=  

  u=k.zحيث 
  :فإنهوآما نعلم 

uu eshuchu,eshuchu −=−=+  

  :تأخذ المعادلة السابقة الشكل الآتي
)z.k(Bsh)z.k(Ach)z(T1 +=  

  2Tأما الحل الخاص فيمكن إيجاده مباشرة وهو 

χ
=

2
0

2
k

T
T  

  :والحل العام هو

21 TTT +=  

)15(    
χ

++=
2
0)Z(

k

T
)z.k(Bsh)z.k(AchT  

  :فنجد أن) 14(في الشروط الحدية ) 15( بأن نعوض B,A الثابتين يمكن تعيين

k
qB;
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−=
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  :الشكل الآتي) 15(وتأخذ المعادلة 
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mh.H,khn    : بفرض أن =
λ

=  
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n      :فإن
m
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  :الشكل الآتي) 16(وعليه تأخذ المعادلة 
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=ζ فإن  ζ== n
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z.h.kkz  

  :وهكذا تأخذ المعادلة السابقة الشكل الآتي
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  :أو
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  :إلى شكلها الأصلي نتبع ما يلي) 18(من أجل إرجاع المعادلة 
للمضѧروب الثѧاني مѧѧن   /1 /(Heaviside Expansion Formula) صѧيغة التحويѧل هيفѧي سѧايد     نسѧتخدم 

  ):18(الحد الأول في 

n
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  :بيانياً بفرض) 20(نحل المعادلة 

)21(             







β
=

β=
my

tgy

2

1

   

12من تقاطع التابعين  y,y يمكن إيجاد الجذور kβ  

)3,2,1k,....,(: حيث   )2( شكل =∞

  :                                                              آنا قد بينا أن

β==
χ

= in;khn,Pk k2
  

                                    :          وعليه فإنه
2k2

k
222

kk hPh.kh.ki
χ

=β−⇒=β−⇒=β  

χ      :  ومن ثَمَّ يكون
β

−= .
h

P
2

2
k

k  

  

  .2الشكل رقم 

  : ولدينا
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   /1/  أو آما هو معلوم من الرياضيات 
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  :فإن لها الشكل الآتي) 18(لو عدنا إلى المعادلة 

χ=+
λ

= .kP
P

T
F.q.hT 20  

  :نجد أن / 1 / (convolution Theorem)فحسب نظرية الطي 
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0
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  :وهكذا تصبح المعادلة العامة للانتقال الحراري هي
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إذا نقلنا مبدأ الإحداثيات إلѧى المسѧتوى المحايѧد للبلاطѧة فѧإن المعادلѧة السѧابقة تأخѧذ الشѧكل                 
  :الآتي
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عمѧق البلاطѧة عنѧدما تتعѧرض لتѧدفق حѧراري شѧدته         تمثѧل معادلѧة تѧوزع درجѧة الحѧرارة مѧع             ) 23(المعادلة  
q(t)                  يطѧط المحѧر والوسѧة الآخѧطح البلاطѧين سѧراري بѧادل حѧاك تبѧون هنѧدما يكѧطوحها، وعنѧد سѧعلى أح  .

 H=0 ⇒ m=0نفѧرض أن  ) 23( ومѧن أجѧل اختبѧار صѧحة العلاقѧة      m>0ولهѧذا الحѧل معنѧى فقѧط عنѧدما      
  :الشكل الآتي) 23(سط المحيط وتأخذ المعادلة حالة البلاطة معزولة ولا يحصل تبادل حراري مع الو(
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  ):20(أما جذور هذه المعادلة فتتحدد من 

π=βπ=β=β⇒=β⇒= + k......,00tq0m 1K21  

01إن الجذر الأول     =β               يѧه فѧن إزالتѧين يمكѧدم تعيѧى عѧد أن    ) 12.2( سوف يؤدي إلѧال فنجѧق أوبيتѧبتطبي
  :تأخذ الشكل الآتي) 24(دلة المعا
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  :بفرض أن التدفق الحراري على سطح البلاطة ثابت مع الزمن فإن

constq)t(q 0 ==  

  :تأخذ المعادلة السابقة الشكل الآتي
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TT

t..
h

K

1K
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K
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0)t,(
2
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 (25) 

  m = 0                                          عندما   
لحالѧة البلاطѧة المعزولѧة مѧن سѧطحها      /  2/هذه العلاقة يجب أن تنطبق مع العلاقѧة الѧواردة فѧي المراجѧع     إن 

  :الذي لايتبادل حرارة مع الوسط المحيط والتي تأخذ الشكل الآتي

[ ]







η−π

−

π






−

+η+−η+
+

χ
λ

+=

∑
∞

=

χ
π

−

η

1K

t..
h

K

2

K

2

2

2
0

0)t,(

2

22
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6
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TT

  (26) 

  :يجب أن يكون) 26(و ) 25(بمقارنة 

[ ]
6

2)5.0(6)5.0(3)5.0(kcos
k

)1(2 2

1K
2

K

2
+η+−η+

=η−π
−

π
∑
∞

=
  

 kصحة هذه المساواة نرسم المنحني البياني للطرف الأول من أجل عدد حѧدود آѧافي لѧـ    من أجل التحقق من  
  .ونرسم المنحني البياني للطرف الثاني فنجد أن هذين المنحنيين منطبقان

 دراسѧѧѧة الوضѧѧѧعية الإجهاديѧѧѧة والتشѧѧѧوهية للبلاطѧѧѧات المسѧѧѧتطيلة ذات      – 3
 حيѧث   q(t)استناد بسيط على آامل محيطها معرضة لتدفق حراري شدته          

α(T)هي لمادة البلاطة .  
y,x(P(0لإظهار تأثير الحرارة في البلاطة نفترض أن الحمولة الخارجية معدومة  =  

  :تأخذ الشكل الآتي) 5(وعليه فإن المعادلة التفاضلية 

D
)W(

2
22 φ∇

=∇∇  

  :                أو
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)27 (      
)v1(D

M
)W( T

2
22

−
∇

−=∇∇ 

   )3( لبلاطة المبنية في الشكل فمن أجل ا
  

  
  .3الشكل رقم 

  :هي ) 7(فإن الشروط الحدية اعتماداً على 

)28   (














=
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2
T

2

2
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2

2
T

2

2
X

  

  ϕ (x,y):وأدخلنا التابع / 2/فيما إذا عدنا إلى ) 27(يمكن أن تبسط المعادلة 

)v1(D
M

W T2
−

+∇=ϕ     (29) 

  :أنهϕنجد بعد التعويض في ) 28(فمن الشروط 

0b;0y
0a;0x

=ϕ⇒=
=ϕ⇒=

 

02       :ومن ثَمَّ فإن =ϕ∇  
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  :وهكذا ننتقل لحل مسألة أآثر سهولة وهي

)v1(D
M

W T2
−

−
=∇                                 (30) 

  :بالشروط الحدية الآتية

)31(    




=⇒=
=⇒=

0Wb;0y
0Wa;0x

  

  : الذي يحقق الشروط الحدية السابقة وهذا التابع هوW(x,y)لتابع نختار ا

∑ ∑
∞

=

∞

=

ππ
=

1m 1n
nm b

ymSin.
a

xnSinBW         (32) 

  /3،4: /في سلسلة مثلثية ثنائية فنجد أنTMنحلل 

∑ ∑
∞

=

∞

=

ππ
=

1m 1n
nmT b

ymSin.
a

xnSinBM          (33) 

  :ن وعامل التحليل هومتعلقة فقط بالزمTMوالتي عندها تكون 

T2nm M
m.n

16A
π

=  

  :فنجد أن) 30(و ) 33(و ) 32(نعوض الآن 

2

22

2

22
T

2nm

b

n

a

m

1
)v1(D

M

m.n.

16B
π

+
π−π

=  

  :شكلها النهائي الآتي) 32(وتأخذ معادلة السهم 

∑∑
∞

=

∞

= +

ππ

−π
=

1n 1m
2

2

2

24
T

)
b

n

a

m(m.n

b
ymSin.

a
xnSin

)v1(D.

M.16
)t,y,x(W      (34) 

  . بالحسبانα(T)هنا تأخذ TMإلا أن  / 2/ إن هذه العلاقة منسجمة تماماً مع العلاقة الواردة في 

  ).8(، )7(يمكن حساب العزوم وقوى القص من المعادلات ) 34(بحساب السهم من 
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  t(MT(تعيين  

  :وعليه فإن) 4(آما في الشكل / 5/ متغير بشكل خطي مع الزمنα(T)نفرض أن عامل التمدد الطولي 

0
1

01 T.
T

)T( α+






 α−α
=α  

  0T عامل التمدد الطولي الموافق لدرجة الحرارة 0αحيث 

      1α عامل التمدد الطولي الموافق لدرجة الحرارة )TT( 01 +  

  

  
  .4الشكل رقم 

  :نجد) 6(وعليه فإنه من 

∫
+

−

ηηηα=
2/1
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2
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∫
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1
212
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  : بجعل
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  : فإن
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  :وبفرض أن) 23(ومن المعادلة 
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  :تأخذ الشكل الآتي) 23(فإن المعادلة 













ϕ
η

λ
χ

+=η ∑
∞

=1K
K

K
K

0 )t(
R

)(L
.h

2T)t,(T  

  :وعليه فإن













ϕ
β

ββ−−β−β++β
λ
χ

α= ∑
∞

=1K
K

K
2
K

K
2
KKKK2

01T )t(.
R..2

Sin)m2(cos)2m()m2(
.h

2h.E.M  

  :نكتبه بالشكل الآتي2TM ل لحساب التكام

∫
+

−

ηηη
α−α

=
2

1

2
1

ke
2

1

01
2T dn.).t,(T).t,(TEh).

T
(M  

  :حيث



  …دراسة البلاطات الرقيقة تحت تأثير التدفقات الحرارية مع اعتبار عامل التمدد الطولي متغيراً

  86

)t()t(;RR);(L)(L
,........,

kkekek

ek2211
ϕ=ϕ=η=η

β=ββ=ββ=β
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0d.T:             حساب هذه التكاملات
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  :وعليه فإن
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              شاهين غلاييني         2002مجلة جامعة دمشق ـ المجلد الثامن عشر ـ العدد الأول ـ 

  87

)]
)(2

)cos(

4
)(2

)cos((

3
)()(

.2)

2
)(4
)sin(

1
)(4
)sin(([mI

2
ek

ek
2

ek

ek

2
ek

2
ek

ek
ek
ek

ek
ek2

1

β+β

β+β
+

β−β

β−β−
+

β+ββ−β

ββ
+

β+β
β+β

−
β−β
β−β

−=

 

)]
)(2

)cos(

4
)(2

)cos((

3
)()(

)

2
)(4
)sin(

1
)(4
)sin(([.I

2
ek

ek
2

ek

ek

2
ek

2
ek

2
e

2
k

ek
ek

ek
ek

ek2

β+β

β+β
+

β−β

β−β
−

β+ββ−β

β+β
+

β+β
β+β

+
β−β
β−β

−ββ=

  

)]
)(4
)cos(

6
)(4
)cos(

(

5
))((2

)

4
)(2

)sin(

3
)(2

)sin(
()

2
)(2
)cos(

1
)(2
)cos(

[(.mI

ek
ek

ek
ek

ekek
k

2
ek

ek
2

ek

ek
ek
ek

ek
ek

e3

β+β
β+β

+
β−β
β−β

−
β+ββ−β

β
+

β+β

β+β
+

β−β

β−β
−

β+β
β+β

+
β−β
β−β

β=

)]
)(4
)cos(

6
)(4
)cos((

5
))((2

)

4
)(2

)sin(

3
)(2

)sin(()

2
)(2
)cos(

1
)(2
)cos([(.mI

ke
ke

ke
ke

keke
e

2
ke

ke
2

ke

ke
ke
ke

ke
ke

k4

β+β
β+β

+
β−β
β−β

−
β+ββ−β

β
+

β+β

β+β
+

β−β

β−β
−

β+β
β+β

+
β−β
β−β

β=

  

 k≠eمع ملاحظة أن هذه التكاملات لها معنى فقط عندما 
0;)( فإن المقادير K=eأما عندما  ekek β=β=β−βلات عدم تعيين يجب إزالتها  تسبب حا:  

  : من المعلوم أنه-1

0)(

1)
)sin(

lim(

ek

ek
ek

→β−β

=
β−β
β−β

  

   ولنحسب النسبة بينهماI1في ) 4(و ) 3( نعالج الحدين -2
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0ekمتسѧѧاويان عنѧѧدما  ) 4(و ) 3(هѧѧذا يعنѧѧي أن الحѧѧدين    →β−β،    ارةѧѧع ذو إشѧѧد الرابѧѧن الحѧѧولك 
  . فمجموع الحدين مساوٍ للصفرسالبة، ومن ثَمَّ

0ek متسѧѧѧѧاويان عنѧѧѧѧدما  I2فѧѧѧѧي ) 4(و ) 3( بالطريقѧѧѧѧة السѧѧѧѧابقة نفسѧѧѧѧها نجѧѧѧѧد أن الحѧѧѧѧدين    -3 →β−β 
  .ومجموعهما يساوي الصفر

0ek ونأخذ نهاية هذه النسبة عندما (1) ,(3) نأخذ نسبة الحدين I3 في -4 →β−βفنجد أن :  
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=
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  .يساوي الصفر) 3(و ) 1(وهكذا فإن مجموع الحدين 
  . مساوٍ للصفرI3في ) 6(و ) 5(بالطريقة نفسها نجد أن مجموع الحدين 

  .مساوٍ للصفر) 6(و) 5(و) 3(و ) 1( نجد أن مجموع الحدود I4 في التكامل -5
  :k=eتأخذ القيم الآتية من أجل ) 35(وعليه فإن التكاملات السابقة 
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(36)  
  . في السلسلة الثنائيةk≠eمع الأخذ بالحسبان أن 

 محددة تماماً من أجل التدفق الحراري المعطѧى  W(x,y,z)تصبح معادلة الانتقال ) 34(في ) 36(بتعريض  
، ) 7(قص فѧي أي نقطѧة مѧن البلاطѧة باسѧتخدام المعѧادلات               والتي على أساسها يمكن حساب العزوم وقوى ال       

)8.(  

 α(t) باعتبѧѧار q(t) حالѧѧة بلاطѧѧة دائريѧѧة معرضѧѧة لتѧѧدفق حѧѧراري شѧѧدته     - 4
ووجѧѧود تبѧѧادل حѧѧراري مѧѧن سѧѧطحها السѧѧفلي مѧѧع الوسѧѧط الخѧѧارجي وذات  

  .استناد بسيط على آامل محيطها
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9 (  حيѧث  h وارتفاعهѧا    R لتكن لدينا بلاطة دائريѧة نصѧف قطرهѧا           -
R2h وبهѧذا الشѧكل فѧإن التبѧادل         )≥

) 23(؛ وعليѧѧه فѧѧإن معادلѧѧة تѧѧوزع درجѧѧة الحѧѧرارة فѧѧي عمѧѧق البلاطѧѧة     /4/ الحѧѧراري مѧѧن الأطѧѧراف مهمѧѧل  
  .صالحة للاستخدام في البلاطات الدائرية هذه

وضمن شروط التناظر المحوري ولتحديد الوضع الإجهادي والتشوهي للبلاطة يمكن 
  /6/بشكلها القطبي الآتي ) 4( المعادلة التفاضلية آتابة
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   الانتقال الشاقولي للبلاطةW(r,t): حيث
فعندما تكون البلاطة ذات استناد بسيط على آامل محيطها فإن الشروط الحدية هي اعتبار          

  .مبدأ الإحداثيات في مرآز البلاطة
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  : من العلاقات الآتيةMθ والحلقية Mr يمكن حساب العزوم القطرية W(r,t)بعد تحديد انتقال البلاطة 
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 :يمكن الحصول عليه بإجراء التكامل بالتتالي حيث تأخذ الشكل الآتي) 40(إن حل 
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  : ومن ثَمَّ فإنC1=C2=0 يجب أن تأخذ قيمة منتهية ولذلك فإن W(r,t) فإن r=0فعندما 

) 41  (∫ ∫ ∫ ++






−= 4

2
21 c

4
rcdr]drdr)r(F

r
1r[

r
1)t,r(W  

=∫          : حيث dr.r.
D
q

)r(F S
1  

  :بالشكل الآتي بعد إجراء المكاملة) 41(يمكن أن نكتب 

4
2

24 C
4

rC)r(F)t,r(W ++−=  

    :حيث
∫
∫ ∫

=

==

dr)r(12

2334

F
r
1)r(F

dr)r(rF)r(F;dr)r(F
r
1)r(F

  

 والحصѧول علѧى المعادلѧة النهائيѧة للانتقѧال      C4, C2يمكѧن تحديѧد الثوابѧت    ) 38(باستخدام الشѧروط الحديѧة   
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MT 36( العزم الحراري وهو محدد بالعلاقة(  
  .rM,Mθ يمكن حساب ) 39(وبالعودة إلى 

  :مثال
m4baبلاطѧѧѧѧѧѧѧѧة بيتونيѧѧѧѧѧѧѧѧة مربعѧѧѧѧѧѧѧѧة الشѧѧѧѧѧѧѧѧكل     معرضѧѧѧѧѧѧѧѧة لتѧѧѧѧѧѧѧѧدفق حѧѧѧѧѧѧѧѧراري ثابѧѧѧѧѧѧѧѧت شѧѧѧѧѧѧѧѧدته    ==

seccm/kcal104q 23
0 ⋅⋅=.  
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  :بفرض أن
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  :حديد السهم والعزم في منتصف البلاطة وذلك من أجل المطلوب ت
1 - 0m   . حالة بلاطة معزولة تماماً من سطحها السفلي  =
2 - 10m   . حالة تبادل حراري =

   .(6) معطى بالشكل T(α(علماً أن تغير عامل التمدد الطولي 

   .(7) لمنتصف البلاطة موضحة بالشكل M وعزوم الانعطاف Wإن قيم السهم 

  
  .6الشكل رقم 
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  .7الشكل رقم 

  :شرح نتائج المثال الأساسية 
 أن العزم و الانتقال يزدادان بازدياد التبѧادل         (7) الشكل W والانتقال   Мيتبين من مخطط عزم الإنعطاف      -1

 و بالتالي فان الانتقال وعزم الإنعطѧاف فѧي البلاطѧات الرقيقѧة والمعزولѧة مѧن سѧطحها السѧفلي                      mري  الحرا
هي أقѧل مѧن البلاطѧات ذات التبѧادل الحѧراري مѧن سѧطحها السѧفلي مѧع الوسѧط المحѧيط و سѧبب ذلѧك هѧو مѧا                        

ومѧن  . ل لبلاطة رقيقة تتعرض لتدفق حراري على سطحها العلوي و معزولة من الأسѧف             (8)يوضحه الشكل   
 نجѧد أن التѧدرج الحѧراري قليѧل جѧداً وهѧو قريѧب مѧن التѧوزع المنѧتظم وهѧذا لا يѧؤدي إلѧى ظهѧور                               (8)الشكل

فهو يوضح بلاطة رقيقة تتعرض لتدفق حѧراري علѧى سѧطحها العلѧوي و لكنهѧا      (9) أما الشكل .عزوم آبيرة
               ѧدرج تѧزداد       تتبادل الحرارة من سطحها السفلي مع الوسط المحيط و نتيجة لذلك فإن تѧرارة يѧة الحѧوزع درج

  .وهذا الإزدياد ينعكس بدوره على زيادة في العزوم
 و مѧѧع إزديѧѧاد درجѧѧة الحѧѧرارة فѧѧإن عامѧѧل اتمѧѧدد الطѧѧولي يѧѧنخفض مѧѧع مѧѧرور الѧѧزمن وهѧѧذا  (7)مѧѧن الشѧѧكل-2

sec20tحيث بعد فتѧرة زمنيѧة آافيѧة       ,M و عزم الإنعطاف     Wالسهم ينعكس على   نلاحѧظ أن العѧزم و   <
  . إزدياد درجة الحرارة عالسهم يبقيا ثابتين م

فѧѧي هѧѧذه الدراسѧѧة تѧѧم اهمѧѧال الѧѧوزن الѧѧذاتي للبلاطѧѧة وتمѧѧت دراسѧѧة التѧѧأثيرات الناتجѧѧة عѧѧن التѧѧدفق    : ملاحظѧѧة
  .الحراري
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   m=0 لبلاطة معزولة sec 5توزع درجة الحرارة بعد مضي . 8الشكل رقم 
  )ارةنلاحظ تدرجاً ضعيفاً في منحني توزع درجة الحر(

  
  m=10 لبلاطة غير معزولة sec 5توزع درجة الحرارة بعد مضي . 9الشكل رقم 

  )نلاحظ تدرجاً آبيراً في منحني توزع درجة الحرارة(
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  الخلاصة
  :تم في الدراسة السابقة الإشارة إلي النقاط الهامة الآتية

و باعتبѧار شѧروط التبѧادل       مѧع العمѧق للبلاطѧة       ) تѧوزع درجѧة الحѧرارة     ( إيجاد معادلة التوزع الحراري      -1
آما تبين أنѧه عنѧدما   . الحراري مع الوسط المحيط، وتعدُّ هذه المعادلة عامة من أجل البلاطات الرقيقة   

فѧإن هѧذه العلاقѧة تنسѧجم مѧع          ) البلاطѧة معزولѧة   (يكون التبѧادل الحѧراري مѧع الوسѧط المحѧيط معѧدوماً              
  / .2/ العلاقات الواردة في 

د الطѧولي لمѧادة البلاطѧة بوصѧفه تابعѧاً لدرجѧة الحѧرارة، و هѧذا مѧا يѧؤدي إلѧى             اعتبار تغير عامѧل التمѧد   -2
  .انعكاسه على الوضعية الإجهادية و التشوهية للبلاطة

 و قѧد تبѧين مѧن خѧلال الدراسѧة      Tα)( إيجاد معادلات السهم للبلاطات الدائرية و المسѧتطيلة باعتبѧار       -3
)(.أنه إذا آان   ConstT =α   2/فإن علاقات السهم هذه تنسجم مع ما هو وارد في./  

  . بإيجاد معادلات السهم يمكن إيجاد معادلات عزوم الانعطاف و قوى القص و عزوم الفتل -4
 تفيد الدراسة السابقة لمعادلة التوزع الحراري للبلاطة في إيجاد مقدار ارتفاع درجѧة الحѧرارة للبلاطѧة     -5

فق حراري الأمر الذي يستفاد منѧه فѧي تحديѧد الفتѧرة الزمنيѧة التѧي تتحملهѧا المنشѧآت             عند تعرضها لتد  
 .الرقيقة عند تعرضها لهذا التدفق مع اعتبار شروط التدفق الحراري

 .هناك بعض النتائج الأساسية و قد وردت في المثال السابق -6
 .لمجال والراغبين في تطوير هذا الإتجاه يمكن لهذه الورقة أن  تشكل اسهاماً بحثياً للمهتمين في هذا ا -7
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  :المصطلحات العلمية المستخدمة
  
  

BENDING MOMENT   عزم الانعطاف
Boundary conditions   شروط حدية

Circular slab   بلاطة دائرية
Coefficient of linear expansion   عامل التمدد الطولي

Coefficient of thermal conductivity   قلية الحراريةعامل النا
Deflection   (W)سهم 

Deformation   تشوه
Differential equation   معادلة تفاضلية

Function   تابع
Flexural rigidity   الصلابة الأسطوانية

Heat capacity   السعة الحرارية
Heat flux   التدفق الحراري

Hinged support   مسند متمفصل
Modulus of elasticity   (E)لمرونة عامل ا

Poisson's ratio   )ν(عامل بواسون 
Shear force   قوة القص

Slab   بلاطة
Uniform load   (q)حمولة موزعة بانتظام 
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Study of thin slabs under heat flux effects 
considering coefficient of linear expansion to be 

altered with temperature 
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Abstract 
This research aims to introduce a new effective method to analyze and 

solve thin slabs that are exposed to heat flux in full over one surface, 
whereas the other surface is exposed to heat exchange with the 

surrounding. 
A new equation was introduced by the author in order to find heat 
distribution against the depth of the slab. The new equation is based on 
Lablace equations with consideration to heat exchange with the 
surrounds. It was found out that when heat exchange reaches zero 
(insulated), then the new equation is conformed to other equations in 
different references. 
Consequently, the coefficient of linear expansion of slab material (α) was 

put to function at temperature α(T). Therefore, the deflections of 
circular and rectangular simple support slabs were found. Hence, and 

according to this, bending moment, shear force and torsional moments 
could be found for these slabs. 

  


